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PREFACIO A LA SEGUNDA EDICION 


La edición presente difiere de la primera (1955). So 
han introducido modificaciones en casi todas las secciones 
del libro. Estas modificaciones son de carácter diverso. 
En unos casos se han mejorado las demostraciones, en 
otros, se ha cambiado el orden de exposición y, en los 
demás, se ha completado ésta con ejemplos y dibujos 
aclaratorios, 

En el libro se exponen con suficiente detallo los temas 
fundamentales del curso correspondiente al programa 
de las Facultades de Física y Matemáticas. Los temas 
que rebasan los márgenes del programa son desarrollados, 
como regla, en forma descriptiva. 


El autor 


PREFACIO A LA TERCERA EDICION 


La odición presente difiero de la anterior (1956) en 
que contiene ciertos perfeccionamientos de una serio de 
demostraciones. De modo substancial ha sido modificada 
únicamonte la exposición del tema sobre la envolvente 
de una familia monoparamétrica de curvas y de super- 
ficies. 

El autor 


INTRODUCCION 


La Geometría diferencial es la rama de las Matomá- 
ticas que estudia, aplicando métodos del análisis infi- 
nitesima], imágenes geométricas, curvas y superficies, 
en primer lugar, y también familias de curvas y super- 
ficios. Un rasgo característico de la Geometría diferencial 
es quo se ocupa ante todo de las propiedades «locales» 
do las curvas y superficies, o sea, de las propiedades de 
podazos de curvas y superficies lan pequeños como se 
quiera. 

La Geometría diferencial surgió y se dosarrolló estre- 
chamente ligada al análisis que, a su vez, nació en gran 
medida de problemas geométricos. Muchos conceptos 
geométricos precedieron los conceptos respectivos del 
análisis. Por ejemplo, el concepto de tangente precedió 
al de derivada y los conceptos de área y volumen, al de 
integral. 

El surgimionto de la Geometría diferencial se remonta 
a la primoca mitad del siglo XVII ligándoso a los nom- 
bres de L. Euler y G. Monge. La primera exposición 
sinóptica de la teoría de superficies pertenece а Mongo 
(«Aplicación del Análisis a la Geometría», 1795). 
Gauss publicó su obra «Estudio general 
ез curvas» que sentó las basos de la teoría 
de superficies en su forma actual. Desde entonces la 
Geometría diforencial deja de ser una simple aplicación 
del análisis y pasa a ocupar un lugar independiente en 
las Matomáticas. 

El descubrimiento de la Geomotría no euclidiana que 
se debe a N. I. Lobachevski influyó enormemente en el 
desarrollo de toda la Geometría incluida la diferencial. 
Así, con su conferencia «Sobre las hipótesis en las que so 
funda la Geometría». dictada en 1854, G. Е. В. Riemann 
sentó las bases de la llamada Geometría de Riemann que, 
aplicada al caso de variedados multidimensionales, ocupa 
la misma posición respecto a la geometría dol espacio 
euclideo de п dimensiones que la geometría interior de 
una superficie arbitraria respecto a la geometría euclidea 
del plano. 
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EJ punto de vista teórico-conjuntista de Е. Klein, 
expueslo en su programa de Erlangen (1872), fue desarro- 
llado en la Geometría diferencial por E. Cartan que ela- 
boró la teoría de espacios de conexión proyectiva y afín. 

En Rusia la escuela de Geometría diferencial fue 
creada por F. Minding y K. M. Petersón quo dedicaron 
sus investigaciones fundamentales a la teoría de dobla- 
miento de superficies. Estas investigacionos fueron con- 
tinuadas en los trabajos de muchos geómetras rusos y 
soviéticos. 

El presente libro se basa en las conferencias de Geome- 
tría diforencial que el autor dictó en la Facultad de Física 
y Matemática de la Universidad de Járkov. El autor so 
propuso exponer rigurosamente los fundamentos de la 
Geometría diferencial y sus métodos típicos de investi- 
gación sin alterar considerablemente las tradiciones exis- 
tentes, Muchas cuestiones concretas de Geometría dife- 
rencial aparecen en forma de ejercicios y problemas y la 
solución de éstos es una condición indispensable de la 
preparación de los estudiantes geómetras. 


PRIMERA PARTE 


Teoría de curvas 


CAPITULO 1 
CONCEPTO DE CURVA 


La curva оз. ипо de los objetos fundamentales de la 
Geometría diferencial. En este capítulo el concepto de 
curva es aclarado en la medida en que lo requiere la 
exposición sucesiva. 


$ 1. Curva elemental. 
Curva simple. Curva general 


Antepondromos а la definición dol concepto de curva 
alguna información sobre las aplicaciones de un conjunto 
arbitrario de puntos en el espacio. 

Sea M un conjunto cualquiera de puntos del espacio. 
Se dice que se tione una aplicación f del conjunto M 
en el espacio si а cada punto X del conjunto М se le 
hace corresponder un punto f (X) del espacio. El punto 
F(X) del espacio se denomina imagen del punto X. El 
conjunto de puntos f (М) formado por las imágenes de 
todos Jos puntos del conjunto M, se denomina imagen 
del conjunto М. 

Una aplicación ў del conjunto М se llama inyectiva 
si son diferentes las imágenes de distintos puntos. Sea f 
una aplicación inyectiva. De un modo natural queda 
definida entonces la aplicación /-! del conjunto f (M) 
que asocia al punto f (X) el punto X. Esta aplicación 
se denomina inversa de f. 

Una aplicación f de un conjunto M se llama continua 
si cualesquiera que sean el punto X de M y el número 
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а >0, existe un número б >0 tal que para todo punto Y 
de M la distancia entre los puntos f (Y) y f(X) será 
menor que ғ siempre que la distancia entre Y y X sea 
menor que б. 

Sea f una aplicación inyectiva y continva de M. Si 
la aplicación f~! del conjunto f (M) también es continua, 
se dice que f es una aplicación topológica. Siendo f una 
aplicación topológica, suele decirse que el conjunto M 
y su imagen /(M) son homeomorjos о topológicamente 
equivalentes. 

Definamos la curva elemental. 

Un conjunto y de puntos del espacio se llamará curva 
elemental si os la imagen obtenida оп el espacio por ша 
aplicación topológica do un segmento abierto de la recta. 

Sea y una curva elemental y sea a <t <b el sog- 
mento del que ғо obtiene por la aplicación / la curva. 
Sean f, (0), fa (0) y fs (1) las coordenadas del punto de la 
curva correspondiente al punto £ del segmento. El sistema 
de igualdades 


z= fili), y = falh z= fa (t) 


se denomina ecuaciones de la curva y en forma paramé- 
trica, 

Un conjunto G do puntos del espacio se llama abierto 
si para todo punto X de este conjunto se puede indicar 
un número в >Ü tal que todos los puntos del espacio 
distanciados de X en menos de е también portenecen а 
G. Es obvio que el conjunto formado por cualquier colec- 
ción de conjuntos abiertos será abierto. 

Se llama entorno de un punto X del espacio cualquier 
conjunto abierto que contiene este punto. 

Un conjunto M de puntos del espacio se llama conexo 
si no existen dos conjuntos abiertos G’ y G” que dividen 
el conjunto ЛГ en dos partes M’ у M” de modo que una 
pertenezca sólo а б” y la otra, sólo a С”. 

Dofinamos ahora la curva simple. 

Un conjunto y de puntos del espacio se llamará curva 
simple si este conjunto es conexo y si para todo punto X 
del mismo existe un entorno tal que Ја parte de y com- 
preñdida en él constituye una curva elemental. 
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Fig. 1 


La estructura «global» de una curva simple se aclara 
en el teorema siguiento. 

La imagen obtenida en el espacio por una aplicación 
lopológica de un segmento abierto o de una circunferencia 
es una curva simple. 

Recíprocamente, cualquier curva simple es la imagen 
obtenida en el espacio por una aplicación topológica de un 
segmento abierto o de una circunferencia. Brevemente esto 
se enuncia así: una curva simple es homeomorfa соп un 
segmento abierto o una circunferencia, 

No daremos Ја demostración de este teorema. Notemos 
sólo que la curva simple se caracteriza plenamente por la 
propiedad, indicada en este teorema, de ser homeomorfa 
con un segmento abierto o una circunferencia; por còn- 
siguiente, puede ser definida mediante esta propiedad. 

Una curva simple homeomorfa con una circunferencia 
se denomina cerrada. 

Se Пата entorno de un punto X de una curva simple y 
la parte común de la curva y y de un entorno espacial 
del punto X. Según la definición, todo punto de una curva 
simple posee un entorno que constituye una curva ele- 
mental. En lo sucesivo, al referirnos a un entorno de 
un punto de una curva, sobrentenderemos siempre un 
entorno elemental de oste tipo (fig. 4). 
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Fig. 2 


Supongamos que Ја curva simple y os la imagen obteni- 
da por la aplicación topológica f del segmonto abierto 
o la circunferencia g. Seu X un punto arbitrario de g 
y sea w un entorno cualquiera de éste. Entonces la ima- 
gen de ш obtenida por la aplicación / es un entorno del 
punto f(X) en la curva y. Recíprocamente, cualquier 
entorno del punto f (X) puede obtenerse de este modo, 

Una aplicación / de un conjunto M on el espacio se 
denomina localmente topológica si para todo punto de 
esto conjunto exíste un entorno on el que Ја aplicación ў 
es topológica. 

Un conjunto y de puntos del espacio se denominará 
curva general si este conjunto es la imagen obtenida por 
una aplicación localmente topológica de una curva 
simple en el espacio. 

Diremos que la aplicación f, de una curva simple y, 
y la aplicación f, de una curva simplo y, determinan 
una misma curva general y, si entre los puntos do las 
curvas y, y Ya puede establecerse una correspondencia 
topológica tal que coincidan en la curva y las imágenes 
de los puntos correspondientes de estas curvas. 

Con el fin de explicar la segunda parte de esta defini- 
ción veamos un ejemplo. En la fig. 2 aparece una curva 
general. Puede interpretarse como la imagen de una cir- 
cunferencia obtenida por una aplicación localmente 
topológica siguiendo dos procedimientos distintos que, 
desde el punto de vista de la definición dada, conducen 
a diferentes curvas y que se pueden evidenciar de la 
forma siguiente. 
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Supongamos que el punto se desplaza según la ciroun- 
ferencia, Entonces su imagen se desliza según la curva, 
con la particularidad de que el punto imagen, al recorrer 
la curva, puede tomar sucesivamente las posiciones 1, 2, 
3, 4,2 © его también puede recorrer la curva en el 
orden 1, 2, 4, 3, 2, 5. Las aplicaciones correspondientes 
a estos recorridos determinan diferentes curvas generales 
aun cuando éstas coincidan en tanto que conjuntos pun- 
tualos, 

Supongamos que la curva general y es la imagen 
obtenida por la aplicación localmente topológica f de la 
curva simple y en el espacio. Denominaremos entorno 
del punto / (X) en la curva y la imagen do cualquier 
entorno del punto X en la curva ү obtenida por la aplica- 
ción f. Puesto que la aplicación f es topológica en un 
entorno suficientemente pequeño del punto X, resulta 

jue f (X) posee en y un entorno que constituye una curva 
elemental. 

De este modo, el estudio local de cualquier curva puede 
ser reducido a la consideración de una curva elemental. 


$2. Curva . 
Modos de representación analítica de una curva 


Una curva y se llamará regular (k veces diferenciable) 
si para todo punto de esta curva existe un entorno que 
admite una parametrización regular, o sea, puede sor 
representado por unas ecuaciones en forma paramótrica 


=), y=f(), z= fa (t), 
donde f,, } y fs son funciones regulares (К veces conti- 
nuamente diferenciables). Siendo k = 1, la curva se 
denomina suave, 

Una curva se llama analítica si admite una parame- 
trización analítica (fı, fs y fs son funciones analíticas) 
en un entorno suficientemente pequeño de cada uno de 
sus puntos. 

п lo sucesivo consideraremos exclusivamente curvas 
regulares. 

Según hemos visto en el parágrafo anterior, Loda curva 
puede ser representada, en un entorno de cada punto, 
20209 
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por ecuaciones en forma poramétrica 
2=2(0, y =y (t), 2=2(0, 
donde z (0), y (t) y 2 (£) son unas funciones definidas en 


un intervalo а <t <b. 
De modo natural se plantea la cuestión:¿cuándo ol 


sistema de igualdades 
z=zx(). y=y(). =1() (а <t <b) 
determina una curva regular, o sea, cuándo estas igual- 


dades pueden considorarse como ecuaciones de una curva? 
En muchos casos la respuesta se obtiene del. teorema 


siguiento. 
Teorema. St x (t), y (0) y z (0) son unas funciones regu- 


lares que cumplen la condición 
a+ 0+229>0 (010), 


entonces el sistema de igualdades 

2=z(), y=y() 2==() (а <t <b) 
representa las ecuaciones de una curva y. Esta curva es la 
imagen del segmento а <t <b que se obtiene por la 


aplicación localmente topológica que asocia al punto t 
del segmento el punto del espacio con las coordenadas = (0), 


y (6) y z (8); И 
Aquí sólo debe demostrarse la afirmación de que la 
aplicación indicada es localmente inyectiva, Demostre- 


mos esta proposición. 
Si es falsa, existe un fọ en cuyo entorno, por pequeño 
que sea, se pueden señalar £, y ly (fi + ta) talos que 


ж (t1) — 2 (ta) =0, y (4) — y (to) = 0, 
z (4) — 4 (ta) = 0. 
Según el teorema del valor medio, de aquí obtenemos 
z (0)=0, y (0)=0, 7 (0) = 0, 


donde $, $, y 0, están comprendidos entre +, y ty. Puesto 
que д y f, son tan próximos а г, como se quiera, de la 
continuidad de las funciones z’ (t), у' (£) y 2' (0 resulta 


E (to) =0, y (t) =0, 2 (to) =0 
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y, por consiguiente, 
27 (а) y? (to) +2? (to) =0. 


Llegamos a una contradicción. Hemos demostrado la 
proposición. 

Eon una selección adecuada de los ejes de coordenadas 
£, y y 2, algunas curvas admiten la parametrización 


2=t y=4(0) :=v(9 (a < <) 
o 


y=0() 2=v(0) (а <= <b) 


que viene а зог lo mismo. En muchos casos esta рага- 
metrización resulta especialmente cómoda. En relación 
con esto surge la cuestión: ¿cuándo admite una curva, 
al menos «localmente», semejante parametrización? La 
respuesta aparece en el teorema siguiente. 

Teorema, Sea y una curva regular y sea 


z=f (t) y=1()) :=f (0) (a <t <b) 


una parametrización regular de esta curva en un entorno del 
punto (хо, Yo» Zo) correspondiente а і = tọ. Supongamos 
que f, (t) = 0 en este punto. Entonces, en un entorno sufi- 
cientemente pequeño del punto te, la curva y puede definirse 
por las ecuaciones 


у= ф(0), :=p() 
donde Ф у p son funciones regulares de х. 
Efoctivamente, según el teorema de las funciones 


implícitas, existe una función regular % (z) que es igual 
A to para т = zp y que satisface la ecuación 


z = f (x (®)) 


рага todo z próximo a zę Derivando esta identidad 
y tomando = = ту, encontramos 1 = /; (te) X’ (20), do 
donde y' (z) + 0. De modo que la función y, (z) es monó- 
tona en un entorno de =, y, por consiguiente, siendo б 
suficientemente pequeño, la aplicación del segmento 
ж — Ô <T <T, +5 en el eje £, determinada por la 
igualdad 2 = у (z), será topológica. 

De aquí resulta que el entorno y (2, — 5) <t < 
<% ( + 8) de la curva y puede definirse mediante las 


e 
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ecuaciones 
у = fa (х (8), 2 = fa (х (0) 
(to — б <= <z + 8). 


Hemos demostrado el teorema. 

Consideremos ahora la representación implícita de la 
curva limitándonos primero, para simplificar, a curvas 
planas. 

Una curva se denomina plana si todos sus puntos per- 
tenecen а un plano. Acoptaremos que éste es el plano zy. 

Diremos que una curva plana viene definida por la 
ecuación! 


Ф(@ y) = 0, 


entendiendo con ello exclusivamente que las coordenadas 
de los puntos de la curva satisfacen esta ecuación. Pero 
pueden existir puntos del plano que satisfagan esta ecua- 
ción y no pertenezcan a la curva y también puede suceder 
que el conjunto de todos los puntos del plano que satis- 
fagan la ecuación q (=, у) = 0 по constituya siquiera 
una curva en el sentido de la definición dada en el pará- 
grafo anterior. 

El teorema siguiente desempeña un papel importante 
con relación a las curvas definidas por ecuaciones en forma 
implícita, 

Teorema. Sea q (=, y) una јипсібп regular de las varia- 
bles х e y. Sea М el conjunto de los puntos del plano ху 
que satisfacen la ecuación 


Ф (2, y) =0 


y sea (Zo, Yo) un punto de este conjunto en el que ph + 
+ Фф} 5% 0. Entonces el punto (tp, Yo) posee un entorno 
tal que todos los puntos del conjunto М pertenecientes а él 
Jorman una curva elemental regular. 

Demostración. Supongamos, para concretar, que өп el 
punto (Zo, Yo) es Py 52 0. Según el teorema de las funcio- 
nes implícitas, existen unos números б y e, mayores que 
cero, y una función regular y (z), definida en el intervalo 
ж 6 <z <=, 8, tales que todos los [puntos 
(2, р (2), Zo — ô <z «до + б, satisfacen la ecuación 
Ф (2, y) = 0 y, además, con estos puntos se agotan todos 
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los puntos del rectángulo 2, — $ <z <zo +8, Yy — 
— в <y <y + e que satisfacen la ecuación Ф (=, y) = 
= 0. La curva elemental de la que trata el teorema viene 
definida por la ecuación 


y=9(2) (2—8 <= <z + ô). 


Hemos demostrado el teorema. 

El teorema correspondiente a las curvas espaciales 
сопзїзїө еп lo siguiente. 

Teorema. Sean p(z, у, 2) y ф(х, у, 2) funciones 
regulares de las variables x, y y z. Sea M el conjunto de 
los puntos del espacio que satisfacen las ecuaciones 


vt y2=0 y v( р, 2) =0 


y sea (£o, Yo, Zo) un punto de este conjunto en el cual es 
igual a dos el rango de la matriz 


(e Py s 

Pe Vy P: 

Entonces el punto (Zo, Yo» Zo) posee un entorno tal que todos 
los puntos del conjunto M pertenecientes a este entorno 
constituyen una curva elemental regular. 

La demostración de este teorema también so basa en 
la aplicación del teorema de las funciones implícitas y no 
difiere, en esencia, de la demostración del teorema corres- 
pondiente a las curvas planas. 


§ 3. Puntos singulares 
de curvas regulares planas 


Sea y una curva regular plana y sea P un punto de 
la misma. El punto P de la curva y se denomina punto 
regular rospecto al grado dado de regularidad Æ si en un 
entorno de este punto la curva admite una parametriza- 
ción k veces diferenciable 


z=x(0, y=y(0 


que en el punto P satisface la condición z’? + y’? s 0. 
Si no existe tal parametrización, so dice que Р es un 
punto singular. 
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Ejemplo. El punto t = 0 de la curva 
2=8 у= (A<t<+) 
es rogular rospecto a las paramotrizaciones dos veces 


diforenciables ya que la curva admite una representación 
equivalente 


1 
т=т, y= Flip(-1<r<1). 

Sin embargo, más adelante veremos que el punto £ = 0 

es singular respecto a las parametrizaciones analíticas. 

En este parágrafo analizaremos detalladamente el 
problema sobre los puntos singulares de curvas analíticas 
planas respecto a paramotrizaciones analíticas. 

Lema. Sean y una curva analítica y O un punto de la 
misma. Entonces, escogiendo convenientemente los ejes 
de coordenadas, la curva puede parametrizarse de modo que 
sus ecuaciones en un entorno del punto O sean de la forma 


rap", 
у= Би" btm A ту пц. 
Demostración. Tomemos el punto O como origen de 

coordenadas. Sea 

LS os 

Y PP n. 
una parametrización analítica de la curva. Sin perder 
generalidad podemos aceptar que al punto O le corres- 
ponde el valor del parámetro + = 0. Podemos aceptar 
también que m <m. (Si n >m, podemos cambiar 
de lugar z e y.) 


Introduzcamos un parámetro nuevo t ligado a s me- 
diante la igualdad 


Escogido el parámetro de este modo, las ecuaciones de la 
curva y en un entorno del punto O toman la forma 
ata, 
у= Бре... 
que өв lo que se quería demostrar, 
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Teorema. Supongamos que en un entorno del punto O 
una curva analítica viene dada por las ecuaciones 


z=ajm, 
у= Бийт bam na, ттлт. 


Entonces, para que el punto O sea un punto singular de la 
curva es necesario y suficiente que al menos uno de los ту 
no sea divisible por m. 

Demostración. Necesidad. Observemos, en primer lugar, 
que n, y todos los m, no pueden ser pares ya que enton- 
сез, por pequeño que sea £, se tendría х (1) = = (—!) e 
y (i) = y (—0), о sea, quedaría infringida la inyoctividad 
de la aplicación en un entorno tan nequeño como se 
quiera del punto t = 0. 

‚ Supongamos que todos los m, son múltiplos de лу 
(n, es obviamente impar). Introduzcamos en Jugar de £ 
el parámetro в = 1”, Entonces las ecuaciones de la 
curva en un entorno del punto O tomarán la forma 


2=448, 
у= ач Бы о. 


Es evidente que el punto O correspondiente al 
valor в == 0 del parámetro resulta un punto regular de la 
curva. 

Suficiencia. Supongamos que al menos wno do los ma 
no os divisible por m. Demostremos que O es un punto 
singular. Si el punto O es regular, la curva admite en 
un entorno del mismo una parametrización = = f; (0), 
y = fa (а), siendo fı y f¿ unas funciones analíticas que, 
рага el valor с = g, correspondiente al punto О cum- 
plen la condición f? + 2 = 0. 

Puesto que 7, (с) (fa (0) = y (0 (2 (0) е 
y (0) (2 (2) tiende a un límite finito igual a fs (00) X 
X (fi (00)! cuando ¿> 0, resulta que /; == 0 en el 
punto O y, por consiguiente, nuestra curva puede ser dofi- 
nida, según el teorema del parágrafo anterior, mediante 
la ecuación 


= ф (а) = сі e huon 


y 
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o 


b) 


Fig. 3 


donde q (z) es una función analítica de z. Introduciendo 
z= z (i) o y = у (t) en osta ecuación, obtenemos la 
identidad 


DS A са... 


De aquí resulta que todos los ть son múltiplos de т. 
Llegamos a una contradicción. Hemos demostrado comple- 
tamente el teorema. 

Observación. Si el punto O es singular siendo m y m 
pares, se denomina punto de retroceso de segunda especie. 
En un entorno de este punto la curva tiene la forma 
indicada en la fig. 3, a. 

Si el punto O ез singular, т, по es divisible por m 
y, además, т, es par у т; es impar, se dice que O es un 
punto de retroceso de primera especie. La forma de la curva 
en un entorno de semejante punto singular so indica en 
la fig. 3,0, 
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Para probar que un punto de una curva es singular, 
existe un criterio suficiente sencillo que ofrece el teorema 
siguiente. 

Teorema. Supongamos que en un entorno del punto O 
la curva analítica y viene definida por las ecuaciones 


z=z(0, y =y (i), 


donde х (0) e y (0) son funciones analíticas del parámetro t. 
Supongamos que las primeras derivadas distintas de cero 
de las funciones т (t) e y (t) son de orden n, у тү, respecti- 
vamente, siendo m, < m. 

Entonces el punto O será singular si m no es divisible 
por т, соп la particularidad de que O será un punto de 
retroceso de segunda especie si п, у т; son ambos pares, 
y será un punto de retroceso de primera especie si т, es par 
у ту es impar. 

Este teorema se deduce directamente del anterior. 

Para terminar, consideremos el problema de los pun- 
tos singulares de curvas analíticas planas definidas 
implícitamente. 

кы y Una curva analítica plana definida por la ecua- 
ción 
о (z, y) = 0, 


donde Ф (z, y) es una función analítica de las variables 
ze y 
Si på + фу 5 0 en el punto O (Zo, yo) de la curva y, 
oste punto de la curva es regular como quedó demostrado 
en el $2, Do este modo sólo pueden ser singulares aquellos 
puntos de la curva en los cuales Фф, = qy = 0. 
Sin perder generalidad, podemos aceptar que el punto 
О es el origen de coordenadas. En un entorno del punto O 
la curva y admite una parametrización de tipo 
taat, 
утры о. 
podemos aceptar que m < ту уа que de lo contrario 
podríamos cambiar los ejes т e y. Para determinar si O 
es un punto singular de la curva y para revelar el carác- 
ter de la singularidad en este punto, baste conocer los 
вхропевїз л, тү, т... 
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Para hallar estos exponentes, recurriremos a la iden- 


tidad 
$ ( (0), y (1) = 0. 


Supongamos que el desarrollo de la función Ф (=, y) 
en serie de potencias de z e y comienza con los términos 
de segundo grado 


A A + ao H -o 
Distinguiremos tres casos: 
1. анау — a}, > 0. 
2. ай» — аў <0. 
3. амаз ай, =0. 


Realizando un giro de los ejes de coordonadas, se 
puedo lograr que en el desarrollo de la función y (z, y) 
en serie de potencias desaparezca el término que con- 
tiene zy. 

Introduciendo z (0) e y (2) en el desarrollo de la fun- 
ción (z, y), obtenemos una identidad respecto а 2. 
Si m <m, el menor grado de £, igual а 2n,, lo tendrá 
sólo un término: аза". De aquí resulta ap = 0, lo 
cual es imposible en el primer y segundo casos. Resta 
aceptar que т = тү. Entonces, en los dos primeros casos 
la potencia inferior corresponde a los términos ауа}?! 
y авЬМ?”ч, En el primer caso esto tampoco puede suceder 
ya go азо Y йоу son del mismo signo у de la identidad 
so deduce que daga! -+ Gob? = 0 

De este modo no existe en el primer caso una curva 
analítica que satisfaga la ecuación Ф (z, y) = 0 y que 
contenga el punto O. En este caso, en un entorno sufi- 
cientomento pequeño del punto О, no existe ningún 
punto, distinto de 0, que verifique la ecuación q (ж, у) = 
== 0, Si la curva se define como el lugar geométrico do los 
puntos que satisfacen la ecuación ọ (zr, у) = 0, este 
punto se denomina punto singular aislado. 

Ejemplo. El lugar geométrico de los puntos que satis- 
facen la ecuación 


(а + 0) (2—0 = 0 
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Fig. 4 


consta de la recta х = 1 у del punto (0, 0) que es un 
punto aislado de este lugar geométrico. 

En el tercor caso podemos aceptar que а, , = 0 ya que 
аиы = 0. El desarrollo de la función q (z, y) tiene 
la forma 


Ф (2, 0) — ау + азот? 4... 


Supongamos que аз, 7 0. En el caso general esto corres- 
ponde a que las formas 


Фа = dagt? + any ао? Y QA E + Aoay 


no poseen divisores comunes. 

'ntroduciendo z (1) e y (t) en el desarrollo do la fun- 
ción ф (z, y). observamos que los términos de potencia 
inferior de £ son а„Б?" y аза", De aquí resulta que 
2m, = Зп, о sen, ту по es divisible por m. Por consi- 
guionte, el punto O es un punto singular de la curva. 

Si se acepta que т, y п, son ambos pares, resultan 
pares todos los mp pues se expresan homogénea y lineal- 
mente en términos de m, y m. Pero anteriormente se ha 
señalado que л, y todos los ть no pueden ser pares, Рог 
esto, sólo т, es par. Ello significa que el punto singular O 
es un punto de retroceso de primera especie. 

Ejemplo. Para la parábola semicúbica y? — 2? = 0 
el origon de coordenadas es un punto de retroceso de 
Primera especie (fig. 4), 
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Fig. 5 


Consideremos, finalmente, el segundo caso. En este 
caso la función Ф (z, y) puede representarse en la forma 


(z, y) = Ar + 2Bzy + Су, 


donde A, В у С son funciones analíticas do z е y que 
en el punto O valen azo, 0 y аг, respectivamente, у que, 
por ende, satisfacen en una proximidad de este punto la 
desigualdad АС — B? <0. Por eso, en un entorno 
pequeño del punto O se tiene 


pta, y) = C (y — 26, (2, 0) (y — 2% (a, y), 
donde E, y És son las raíces de la ecuación de segundo 
grado 

А + 285+ CË = 0. 
Es decir, on el segundo caso el lugar geométrico de los 
puntos que satisfacen la ecuación q (т, y) = 0 en un 
entorno del punto O, consta de dos curvas analíticas 
y — ak, (z, y) =0 e y — zés (z, y) =0 y el punto O 
es un punto regular de ambas ya que 


+ wat (e, Y), = —® (0, 0) 0. 


Sin embargo, si la curva se define como el lugar geo- 
métrico de los puntos que satisfacen la ecuación 


9 (a y) = 0, 
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también en este caso el punto O se considera singular 
y se denomina” punto múltiple. 

i Ejemplo, El lugar geométrico de los puntos que satis- 
facen la ecuación 


(2 + yy — 2a (2 — y) =0 


(lemniscata de Bernoulli, fig. 5) consta en un entorno 
del punto múltiple (0, 0) de dos curvas analíticas А14, 
y Ёд, 


$ 4. Asíntotas de curvas planas 
Sea y una curva no cerrada y sean 
2=2(), y=y() (a <t <b) 


sus ecuaciones. Se dice que la curva se extiende infinita- 
mente рог un lado si 2? (£) + y? (t) > оо cuando t=>a 
(o cuando t-»b). En cambio, si z? (1) + y? (t) > œ 
tanto para £ -+ a como para і + b, se dice que la curva 
se extiende infinitamente por ambos lados. Es obvio que 
la propiedad de una curva de extendersel infinitamente 
no depende de su parametrización. 

Supongamos que la curva y se extiende infinitamente; 
por ejemplo, sea 22 + y? > оо para 2 = a. Una recta g 
se denomina asintota de la curva y si la distancia d (0) 
entre el punto de la curva y y la recta g tiende a cero 
cuando ¿=> а (fig. 6). 

Teorema. Para que una curva y que viene dada por las 
ecuaciones 


2=2:(), y=y() (а <t <b) 


y дие se extiende infinitamente cuando t —+ а, tenga una 
asíntota es necesario y suficiente que: 

1. Al menos uno de los cocientes y (t) (= (t))"* o z (t) х 
х (y (1))” tienda a un límite finito cuando t —> а. Supon- 
gamos, para concretar, que y (t) (z (0) К. 

2. La expresión у (t) — kz (t) tienda también а un 
límite para t—>a una vez cumplida la primera condi- 
ción. 
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Fig. 6 


Si este límite se designa por l, la ecuación de la asin- 
tota será 
y=ki—!l=0, 
Demostración. Necesidad. Sea g: 
y—k=1=0 
la asíntota de la curva y. La expresión 
y (0) — kz (0) —1 
coincide, salvo un factor constante, con la distancia entro 
el punto (t) de la curva y y la recta g. Pero, como g es una 
asíntota, so tiene 
y (1) — kz (t) —1>0 "з 
cuando t—> а. 

Debe ser = (t) > со cuando t->a уа que, de lo con- 
trario, la expresión y (t) — lx (t) — l no puede permane- 
cer acotada para ¿a (2 (t) + y? (t) — оо). Pero en- 
tonces de (*) resulta 


e 
уш) — kz () > 1. 


Hemos demostrado la necesidad. 
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Fig. 7 


Suficiencia. Puesto que рага t>a 
t) 
{әк e у(й—®с()—1, 
resulta 
y (t) — kæ (1) — L > 0. 
Pero esto significa quo el punto (1) de la curva y se acerca 
indefinidamente, cuando t>a, а la recta 
y=ki—l=0, 
que es, por consiguiente, la asíntota. 
Hemos demostrado el teorema. 
Ejemplo. La curva 
1 


z=t, y (—1<г<1) 


=1 


(rama de hipérbola) se extiende infinitamente cuando 
t— 1 (fig. 7). 
Para (> 1 se tiene 


10) д 
ia? y 20)—0-00)1. 
La curva tiene, por lo tanto, la asíntota 


z—1=0. 
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Consideremos ahora el problema sobre las asíntotas 
de una curva definida implícitamente por la ecuación 


a (z, y) =0. 


Según hemos señalado, la ecuación Ф (z, y) = 0 de- 
fine la curva únicamente en el sentido de que los puntos 
de la curva satisfacen la ecuación Ф (т, у) == 0 aun cuan- 
do con éstos no se agoten, hablando en términos gene- 
rales, todos los puntos del plano que cumplen esta con- 
dición. El problema sobre la determinación de las asín- 
totas de la curva dada por la ecuación ọ (z, y) = 0 no 
es un problema plenamente definido: es posible indicar 
solamente un conjunto de rectas que contiene las asín- 
totas. 

Nos límitaremos al caso de curvas algebraicas (en el 
que ү y) ез un polinomio respecto a las variables 
жеу). 

Sea (х, y) un punto arbitrario de la asíntota y sean 


z=z+1u, у=у+!ш 


las ecuaciones paramétricas de la asíntota. Designemos por 
9 el punto de la curva más próximo al punto (и) 
lo la asíntota, Las coordenadas del punto Q (u) serán 


z(u) =2+2M+E(u), 
уби) = уриб), 


E(u) у n()->0 cuando u— оо. 


donde 


Indiquemos por qa el conjunto de términos de grado 
k en el polinomio Ф. Entonces 

PPa H Prit e Ф 
Introduciendo z = z (u) e y = y (u) en q (z, y) y des- 
pejando los términos que contienen ш" y ш"-!, obtendre- 
mos 


o (z(u), и (и) = ие» (А, 1) uz (Фа (А PAH 
+8 (On (А, aH Pn (А, IA -o 


En el segundo miembro de la igualdad no aparecen los 
términos de grado inferiór а ш". 


EJERCICIOS зз 


Puesto que Ф (= (u), y (u))= 0 y, рог consiguiente, 
H olalu), y(u)>0 para u> оо, 


resulta Gn (А, p) = 0. 
pere obtenemos 


(On (%, MAHT On (А, Mi Paas A н) =0. 


Puesto que (т, y) es un punto arbitrario do la asín- 
tota, esta jgualdad es la ecuación de la asíntota, 

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las asíntotas de 
la hipérbola 


a — Злу + 20у + = 4-1 = 0. 


Ф (А, p) = 2# — Bp + 24% = 0. 


Para 4 y р de aquí obtenemos, salvo un factor зіп impor- 
tancia, dos sistemas de valores } = 1, р = 1 у А = 2, 
p = 4. Introduciendo estos valores en la fórmula dedu- 
cida anteriormente, hallamos las asíntotas: 


++ 1=0, 2—9 +2 = 0. 


Tenemos 
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1. El punto М se desplaza en ol espacio de modo que su pra: 
yocción sobre el plano xy se mueve vniformemento Sobre la cireun- 
ferencia 22 4- y? = a? con velocidad angular œ y su proyección 
зорго el ejo z se desliza uniformemento con velocidad г. La curva 
quo doscribo ol punto М so denomina Анге simple. Hallar la ecua- 
ción paramétrica de la hélice tomando el tiempo t como parúmetro 
y aceptando que en el momento inicial (2 = 0) el punto Af tiene 
аз coordonadas a, 0, 0. 

Respuesta. z= а cos wt, у= asen ай, з= ct 

2. La hélico simple (ejercicio 1) se proyecta sobre el pleno ғ; 
mediante un haz de rectas paralelas quo forman ol ángulo © con е 
go 2. Hallar la ecuación de la proyección. ¿Para qué valores de 9 
la proyección tendrá puntos singularos? Aclarar el carácter de los 
puntos singulares. 

Respuesta. Si el haz de rectas proyoctantes es paralolo al plano 
Oyz, las ecueciones do la proyección serán 


ж = а сов at, у = 060 + asen ot. 

La proyección tendrá puntos singulares si go. Los puntos 
singulares serán puntos de retroceso de primera especie. 
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3, Una circunferoncia de radio a rueda uniformemente sin 
resbalar sobre una recta g con velocidad v. Hallar la ecuación de la 
curva y que describe un punto M ligado fijamente a la ercuntorere 
cia, ¿bn qué condiciones la curva y tendrá puntes smpgularos? 
Aclafar el carácter de los puntos singulares. 

Respuesta. Si Ln recta g se toma por el cje т y si en cì momonto 
inicial el punto Af se encuentra sobre el eje y por debajo del centro 
de la circunferencia, Jas ecuaciones de la curva y serán: 


PA yatod, 
а а 


donde b св la distancia del punto М al contro de la circunferencia. 
La curva y Пепо puntos singulares sı ol punto A? se halla sobre la 
cireunferen (еп este саво la curva y se donumina cicloide). Los 
puntos singulares son puntus do retroceso de primera especie, 
4. Demostrar que la curva definida рог la ecuación 
2 H 
1=P4 lul 

es una curva analítica. Hallar sus puotos singularos, Aclarar ol 
carácter de los puntos singulares. Е 
pod Puenta. Lu curva admito пиа purametrización analitica 
obvia 


: 
a 


(astroide, 


z= асоё!, у = а зот і 
у, por consiguiente, es analítica. Puntos singulares: (0, а), (0, —а 
(a, 0) y (—a, 0). Los puntos singulares son puntos de retroceso de 
primora espocie. 
5, Hallar los ecuaciones de las asíntotas de las curvas: 
1. z= ason t, 


y=e ( cost-+1n tg 4) (tractriz). 


2. 29 4 y? — Bary = 0 (oltum de Descartes). 
Hespuesta. 

1. 2= 0. 

22+ у+а= 0. 
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4, Sea 
ж == z (t), у= y (0, х= 3 (9) 
alguna parametrización de una curva olesmental, Entonces, cual- 
quier otra parametrización es de la iorma 
ж = к (0, (0). у = у (6 (O), 2 = 2 (0 (0) 
donde о (т) es una función continua estrictamente monótona. 

2. ¿Qué grado de regularidad de la curva definida por la 
ecuación implícita q (т, y) = 0 puede garantizarse si la función 
q es п veces diferenciable y qè + g3 407 ¿ Puede tener la curva 
Un grado de regularidad superior? Dar un ejemplo. 
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3. Dar un ejemplo de una curva que no admite paramotriza- 
ción suave de ninguna do sus partes. 

Sea y una curva analítica plona dofinida en un entorño del 
unto (žo, ye) mediante Ја ecuación q (=, у) = 0 „donde q es una 
función analitica. Supongamos que en el punto (zo; ya) son Iguales 

a сого la función p y todas sus derivadas hasta la do отдел п — 4. 
Demostrar que, siendo reales y distintas todas las raíces del poli- 
nomio 


rg 
ные 2 у 


el punto (zp, yo) es un punto regular de la curva y en ol sentido de 
la definición del $ 3, 

5. Hallar las condicionos de existoncia (análogas а las obteni- 
das en el $ 4 para la curva plana) de una asíutota фе una curva espa- 
cial х = = (8 у= y (0), 2 = z (0) quo se extionde infinitamento 
cuando 2 =» a. 

Obtener la ecuación de la asintota, 

6. Hallar (por un procedimento análogo al aplicado en ol $ 4 
para las curvos planas) la ecuación do les asíntotas de una curva 
espacial algebraica definida ícitamente por las ecuaciones 


Фб. 2) = 0, фб, у = 0, 
donde y y вол polinomios respecto а з, y у 2. 


CAPITULO II 


ELEMENTOS DE CURVAS 
RELACIONADOS CON EL CONCEPTO DE CONTACTO 


Sean M y M dos conjuntos do puntos dol espacio que 
poscon un punto común О, Sean X un punto arbitrario del 
conjunto M, А (X) su distancia al conjunto M (extremo 
inferior de las distancias entre los puntos del conjunto 
М y el punto X) y d(X) Ja distancia del punto X al 
punto O. ә 

Diremos que el conjunto М tiene contacto con el con- 
junto M en el punto О si el cociente А (X) {d (X))"2 
(a >1) tiende a cero cuando el punto X se aproxima al 
punto O tanto como se quiera. 

Empleando el concepto de contacto, se introducen 
muchos conceptos para las curvas. Los consideraremos 
en este capítulo, 

з» 
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$ 1. Función vectorial de argumento escalar 


En lo que sigue utilizaremos ampliamente los medios 
rudimentarios del análisis vectorial. Con vista a ello, 
recordaremos la definición de algunos conceptos. 

Sea G un conjunto cualquiera de puntos de una recta, 
de un plano o del espacio. Diremos que se ha definido una 
función vectorial f sobre el conjunto G si a cada punto X 
de este conjunto se hace corresponder un vector f (X). 

Para las funciones voctoriales, igual que en el análisis 
para las funciones escalares, se introduce el concepto 
de límite. Se dico que f (Х) = а cuando Х—> X, si 
ІО) —u | 0 cuando X= Ху. 

ага las funciones vectoriales tienen lugar teoremas 
roferentes al límite análogos a los teoremas referentes al 
límite para las funciones escalares. 

Por ejemplo, si f (X) y g (X) son funciones vectoriales 
yA (X) es una función escalar y si f (X)—> а, y (X)>0 
y А (Х) = т cuando X — Xo, entonces 


f(X) +g (0) a +b, 
А (х). (X)> теа, 
1(X)-9 (X)> a-b, 

F(X) xX y (Х) а хь. 

La demostración de estas proposiciones no difiere, 
hablando on términos generales, do la que se da en el aná- 
lisis para las funciones escalares. A título de ejemplo, 
demostremos la última proposición. Tenemos 
If (X) x9()-4x0]1= 

= | (f (X) — a) х (g (X) — b) + (f (X) — a) x d— 

— (g (X) — b) xa | < If (X) – а |19 (X)—0 |+ 

+ If (X)—a 110 (+1 g(X)—bl jal. 

De aquí se deduce que |f (X) Xg (X) — «a xDb|->0 

cuando X — Xy. Pero ello significa que f (X) х g (X) > 
~ а хр. 


Para las funciones vectoriales se introduce el concepto 
de continuidad del mismo modo que para las funciones 
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escalares. A saber, la función f(X) se denomina continua 
en el punto X, si f (X) >f (Xa) cuando X Х,. 

Sean Р(Х) y 9 (X) dos funciones vectoriales continuas 
en el punto X, y sea à (X) una función escalar continua en 
este punto. Entonces, las funciones vectoriales 

A(X) f(X), РОХ) gX) y f(X) X д(Х), 

ást como la función escalar f (X)-g (X) son continuas en 
el punto Xy. 

Esta propiedad de la continuidad es un corolario 
simple de las propiedades referentes al límite. 

Concepto de derivada. Sea f (t) una función vectorial 
definida en un intervalo. Diremos que la función vecto- 
rial f tiene derivada еп el punto t del segmento si oxiste 
el límite del cociente 


TH mI — (0 
=ч" 


йи h— 0. La derivada on el punto t se designa por 
" (0). 

i f (t) y 0 (0) son funciones vectoriales diferenciables 
en el punto t y ^ (t) es una función escalar diferenciable en 
este punto, entonces \ (t) f (t), F (0) + y 8). f (0 X g (t) 
y f (t) g (t) son funciones diferenciables en el punto t con 
la particularidad de que 


Y =N HI, 
fg =f +g, 
хоу =f xg+r1xg, 


fay = f'y +40". 


Estas fórmulas de derivación se obtienen absoluta- 
mente del mismo modo que las correspondientes fórmu- 
las de derivación de funciones escalares en el análisis. 

La derivada de la función vectorial f’ (t) se denomina 
segunda derivada de la función f (t) y se designa por f” (t). 
Análogamente se definen la tercera, la cuarta, etc. deri- 
vadas. 

Toda función que tiene derivadas continuas hasta el 
orden k-ésimo inclusive en un segmento (a, b) se denomi- 
na función diferenciable k veces sobre este segmento, 
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Soan Ep, ез, ез tres vectores no pertenecientes a un 
mismo plano. Todo vector + admite una representación 
de forma 

т = деу + уез + еу, 
los números х, y у z se determinan unívocamente y se 
denominan coordenadas del vector + respecto a la base 
е. fo Y ln 

Sea r (1) una función vectorial definida en un seg- 
mento. Definamos tres funciones escalares z (1), y (0 
y z (1) mediante la condición 


r (t) = z (t) e, + y (£) е + z (t) е». 


Entonces, si las funciones х (1), y (1) y 2 (0) son con- 
tinuas o diferenciables, la función vectorial т (t) es conti- 
nua o diferenciable, respectivamente. Viceversa, si la función 
vectorial т (t) es continua o diferenciable, las funciones 
zx (t), y (t) y 2 (0) son continuas o diferenciables, respecti- 
vamente. 

Para demostrar la segunda afirmación, multiplique- 
mos escalarmente la igualdad ~ (1) = х (t) e, + y (t' е 
-+z (0) ез por un vector е; perpendicular a los vectores ез 
y ез. Obtendremos z (t) (езе) = (1) ез. De aquí resulta 
que la continuidad o la diferenciabilidad de la función 
vectorial т (1) implica la continuidad о Ја diferenciabili- 
dad, respectivamente, de Ja función т (1). Razonamientos 
análogos son aplicables a las funciones y (1) y 2 (t). 

Para las funciones vectoriales tiene lugar la fórmula de 
Taylor. A saber, si f (t) es una función n veces diferenciable, 
entonces 


РОА) АМ OH (е Oe (0, AD), 


donde | е (0, At) |+ 0 cuando At= 0. 
En efecto, 


Г = 2 (8) e, + y (t) е. +20 ез. 


Pero 
аА) (0А (0+... HE EPH) 
Am 


у@-+м)=у@-+ Ау OH уе) в), 
HAN =al HAt (+... 7009 @)-+-в). 
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Multiplicando estas igualdades por ез. €, y ез, respectiva- 
mente, sumándolas y observando que 2% (He, + 
+ yO (1) e, + 2% (t) e, = Й (f), obtenemos la fórmula 
de Taylor para la función vectorial f (2). 

Para la función vectorial el concepto de la integral 
en el sentido de Riemann se introduce del mismo modo 
absolutamente que para la función escalar. La intogral 
de una función vectorial posee las propiedades corrientes. 
A sabor, si f (1) es una función vectorial continua en el seg- 
mento a Xt <Zb y si а <е <, entonces 


{оа (ооа лда. 


Si т es una constante, entonces 
А 


b 
[ълоа=т | ra. 


Si т es un vector constante, entonces 
» 


» 
Jrrod=r fra, 


{лда И? 


Tiene lugar la fórmula de derivación de la integral inde- 
finida 


а 
зт \ fD = f(z). 


atar 


Para terminar notemos que la definición paramétrica 
de mna curva mediante las ecuaciones 


z=x(b), y=y(0, 2=2(0 


equivale a su definición mediante una sola ecuación 
vectorial 


T = r (t) = z (t) e, + y (i) €: + 2 (i) € 
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Fig. 8 


donde е, €, y еузоп vectores unitarios cuyas direcciones 
coinciden con las de los ejes de coordenadas х, y у 2. 


$ 2. Tangente a una curva 


Soan y una curva, Р un punto de la misma y g una 
recta que pasa por el punto P. Tomemos sobre la curva un 
punto Q y designemos por d y h sus distancias hasta el 
punto Р y la recta g, respectivamente. 

Diremos que la recta g es tangente a la curva y en 


el punto Р si 70 cuando 0-+ Р (fig. 8). 

Si la curva y tiene tangente en el punto P, la recta PQ 
tiende hacia esta tangente cuando О —> Р. Recíprocamente, 
st la recia PQ tiende hacia una recta g cuando Q > Р, 
esta última es la tangente. Para demostrar esta afirmación 
basta observar que -+ es el seno idel ángulo que forman 
las rectas g y PQ. 

Teorema. Una curva suave y tiene en todo punto una 
tangente y ésta es única. Si 


r=r() 
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es la ecuación vectorial de la curva, la tangente en el pun- 
to Р, correspondiente al valor t del parámetro, tiene la direc- 
ción del vector т" (t). 

Demostración. Supongamos que la curva y tiene una 
tangente g en el punto Р, correspondiente al valor 2 
del parámetro. Sea т el vector unitario cuya dirección 
es la de la recta g, La distancia d entre el punto Q, со- 
rrespondiente al valor £-+ At del parámetro, y el punto P 
es igual a | ( А) — r (0) |. En distancia h del pun- 
to Q a la tangente es igual а | (> (t + At) —r (0) xv |. 
Según la definición de tangente, 

АА (xr) 
a SO 


Pero 
| rí+a0—r(0 xr] 
o SE е Ar 1 0х] 
ГА ғ (0 resor ACI 
Ea 


De aquí resulta que 
r(9xrt=0. 


+0 para 42-0. 


Pero esto es posible sólo si el vector т tiene la dirección 
del vector т” (t). Por lo tanto, si la tangente existe, tiene 
la dirección del vector +” (t) y, por consiguiente, es única, 

También es cierto que la recta g que pasa por el pun- 
to Р y tiene la dirección del vector r' (2) es la tangente, 
уа que para esta recta, según los razonamientos ante- 
riores, so tiene 


ьа mx 0 


r (01 ri)xr (01 _ 
а= FIT == 


Hemos demostrado completamente el teorema. 
Conociendo la dirección de la tangente, os fácil encon- 
trar su ecuación. Efectivamente, si la curva está dada рог 
la ecuación vectorial += r (£), el vector + de un punto 
arbitrario de la tangente puede ser representado así: 


F=r (1) 4" (0). 


Esta es precisamente la ecuación de la tangente en la 
forma paramétrica (siendo A el parámetro). 
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Deduzquemos la ecuación de la tangente para los 
distintos casos de la representación analítica de la curva. 

Supongamos que la curva está dada por las ecnaciones 
en forma paramétrica 


=z(b, y=y(), z= z(t). 
Esta representación equivale a la representación vectorial 
v = r (t) = z (8) e, + y (f) е. + z (t) ез, 


donde ey, е. y eason los vectores unitarios de los ejes de 
coordenadas. Sustituyendo la ecuación vectorial 


r=rí()+ir (0 


por tres ecunciones escalares, obtenemos las ecuaciones 
de la tangente en ol caso de la representación paramótrica 


# = т (1) + А (0), D= y (0) + д (0, 
Z= z(t) + hr (1) 
о, en forma equivalente, 
Tb 
БИП] 
Si la curva es plana y viene dada por los ccuncionos 
z=z(b0, y= y(t), 
la ocuación de la tangente queda así: 


TO) 
20 у ` 


Si la curva vione dada por las ecuaciones 
у= у (2), z=21 (3), ы, 


la ecuación de la tangente se obtiene directamente de las 
ecuaciones de la tangente para el caso de la representa- 
ción paramétrica de la curva. Basta observar que la ro- 
presentación de la curva por medio de las ecuaciones (*) 
equivalo a la representación paramétrica 


= y=y() 2=2(1). 
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Las ecuaciones de la tangente para la curva dada por las 
ecuaciones (*) quedan así: 


уб) 2—20) 
и (2) (ш) 


o, en forma equivalente, 


T 


=y (2) +y (2) (2—2), 
=z (2)+z' (2) (22). 


En particular, si la curva es plana y viene dada por la 
ecuación y = у (2), la ecuación de la tangente a esta 
curva será 


D= иу (2) (®— х). 


Encontremos, por último, la ecuación de la tangente 
para la curva definida mediante las оспасіопоѕ 


(y 2) 0, pir y 2=0 
on el punto (хе, уо, 20) en el cual el rango do la matriz 


(E Ф 5) 
Pe Pr Pe 
os igual a dos. Sea 


r=xlb), y=y() =з) 


una paramotrización regular de la curva en un entorno 
del punto (Tas Vos Zo). 

Та ecnación de la tangente а la curva en el punto 
(20, Yos Za) оз 


=» e _ 
A № 


Es decir, para obtener las ecuaciones de la tangente basta 
conocer las razones 2; : ys : 2. Calculemos eslas razones, 
Tenomos las identidades 


p (e (t), y (0), 200) = 0 y p(=(0, y (0), 2 (00. 
Derivando respecto а ¢ estas identidades, encontramos: 
q + ay + фа =0, 

ра Фи ра" 
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De aquí resulta 


¿E E 
Py 20 Г | Pr “l 
Фи dz de e Y dy 


y la ecuación de la tangente toma la forma 


-r _ -w _ 1—% 
Ф P| [т Ф| Ге Фу|' 
Py vel foz vel la фу 
donde Jas derivadas px, фу, .. +» їр, se calculan en ol 


punto do tangencia (Ze уу, д). 
Si la curva es plana y viene dada por la ecuación 
Ф (2, y) =0, la ecuación de la tangente será 


2 =, 
Py у 
Para deducir esta ecuación basta observar que la герге- 
sentación de la curva en el plano zy mediante la ecuación 
Ф (=, y) = 0 equivale a su representación on el espacio 
mediante las ecuaciones 


p(,y)=0 y 2=0. 


Se denomina plano normal a una curva en un punto P 
el plano que pasa por el punto P y que es perpendicular 
a la tangente еп este punto. No ofrece dificultad encontrar 
la ecuación de este plano una vez obtonida la ecuación 
de la tangente para cualquier caso de representación 
analítica de la curva; proponemos esto como un ejercicio 
sencillo, 


$ 3. Plano osculador a una curva 


Sean y una curva, Р un punto de la misma y а un 
Plano que pasa рог el punto Р. Designemos por h la dis- 
tancia entre un punto arbitrario О de la curva y el plano 
æ y por dla distancia de este punto al punto Р. 
Diremos que el plano œ es un plano osculador а la 


curva y en el punto Р si la razón Ж; —> 0 cuando Q > P 
(fig. 9). 

Teorema. Una curva y regular (por lo menos dos veces 
continuamente diferenciable) tiene en todo punto un plano 
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osculador con la particularidad de que el plano osculador 
es único o bien es osculador cualquier plano que contiene 
la tangente а la curva. Si 


т=т() 
es la ecuación de la curva y, el plano osculador en el punto 
correspondiente al valor t del parámetro es paralelo а los 
vectores л" (t) y т” (0). 

Demostración. Sea a el plano osculador a la curva y 
en el punto Р correspondiente al valor t del parámetro. 
Designemos por e el vector unitario de la normal al pla- 
по а. La distancia entre el punto Q, correspondiente al 
valor 2 -- At del parámetro, у el plano a ез 

h = | e (r (t + А) — r (0) 1. 
La distancia de este punto al punto P es 

d= \r (t+ At) — r (t) 1. 

Tenemos 
h Лео) 0) _ 
CDS 

le ОТ) | 

” (OE 


a2 er аз 


ОЕ + 
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Puesto que |r (1) 40y 5—0, e y 64-0 cuando At->0, 


resulta que er” (1)=0 y ет” (1) = 0. Es decir, si el plano 
osculador existe, los vectores 2” (4) y r” (4) son paralelos 
al mismo. 

Es fácil persuadirse de que el plano osculador oxiste 
siempre. Tomemos con este fin el plano о; paralelo a los 
vectores +“) y 7” (t) (en cuanto al vector nulo, aceptamos 
que cualquier plano le es paralelo). Entonces е?” (t)= 
= ет” (t),= 0 y, por consiguiente, 

h le! 


Ж=тийү 0 cuando Аё 0. 

Por lo tanto, en todo punto de una curva existe el 
plano osenlador. lès obvio que el plano osculador, siendo 
paralelo a los vectores 2" (t) y »”(£), es único si los vec- 
tores >'(!) y x” (£) no son paralelos. En cambio, si estos 
vectores хоп paralelos (o el vector 2" (1) = 0), cualquier 
plano que comprenda la tangente a la curva será uu plano 
osculador. 

Hemos demostrado el teorema. 

Obtengamos la ecuación del plano osculador. Sea 
т = (1) la ecuación vectorial de la curva y sea £ el 
valor del parámetro correspondiente al punto P de la 
curva. Supongamos que en este punto los vectores +” (1) 
y r” (t) no son paralelos. Entonces +” (t) Xr” (1) será el 
vector de la normal al plano osculador. Si designamos por ~ 
ol vector de un punto cualquiera del plano osculador 
referente al punto P, los vectores 7—2 (t) y т (1) х 
Xr" (i) resultan perpendiculares. De aquí que la ecua- 
ción del plano osculador sea 


Fr) (xr (1) 0 


(Tr (i), r (0), а" (1)) =0. 
Para el caso de la representación paramétrica de la 
curva 
z=z(), y=y(), 2=2(), 


$4 CONTACTO DE CURVAS 41 


de esta ecuación se obtiene la ecuación del plano oscu- 
lador en la forma 


1—20) 0—00) 2—6) 
а (t) ГАО] z (t) 
ro YO 70 


Dejamos a cargo del lector Ja deducción de las ecua- 
ciones del plano osculador en los restantes casos de la 
representación analítica de una curva. 

Toda recta que pasa por un punto de la curva y es por- 
pendicular a la tangente se denomina normal a la curva. 
En el caso cu el que el plano osculador es único, entre 
estas rectas destacan dos rectas notables: la normal prin- 
cipal, que es la normal perteneciente al plano osculador, 
y la binormal, que es la normal perpendicular al plano 
osculador. Puesto que ya so conocen las ecuaciones de la 
tangente y del plano oseulador, no ofrece dificultad dedu- 
cir las ecuaciones do la normal principal y de la binorma); 
a título de ejercicio proponemos al lector obtenor estas 
ecuaciones, 


$ 4. Contacto de curvas 


Sean y y y” dos curvas elementales con un punto co- 
тайл O. Tomemos en la curva ү' un punto Р y designemos 
por h su distancia hasta la curva y y por d, su distancia 
al punto 0. 

Diremos quo la curva y” tiene con la enrva y en el 
punto O un contacto de orden n si la razón 


32-0 cuando P—O (fig. 10). 

Sean y y y' dos curvas generales con un punto común 
O. Diremos que la curva y” tiene con la curva y en el 
punto O un contacto de orden л si un entorno elemental 
del punto O de la curva y” tiene un contacto de orden n 
con un entorno elemental de la curva y. 

Teorema. Sean y y y! dos curvas regulares planas, 
q (x, y) = 0 la ecuación de la сита y y х = х (t), у = 
= y (0) las ecuaciones de la curva y'. Supongamos que 
+ Ф520 en el punto O (Zo, Yo). Entonces para que 
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Fig. 10 


la curva y' tenga en el punto O un contacto de orden п con 
la curva y, es necesario y suficiente que para el valor t 
correspondiente al punto O se cumplan las condiciones: 


(200), y(0)=0, 
9900, y0)=0, 


Foe, 009) = 0. 


Demostración, Sea М un punto de la curva y”. Рог 
definición, su distancia В (М) hasta la curva y es el 
extremo inferior de las distancias de los puntos de la 
curva y al punto M. Si los puntos M y O son suficiente- 
mente próximos, este extremo inferior se alcanza en un 
punto M de la curva y. 

Demostremos que el segmento MM уа en dirección 
de la normal a la curva y en el punto M. En efecto, sea 
r(s) el vector de un punto de la curva y y sea m el vector 
del punto M. El cuadrado de la distancia entre el punto M 
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y el punto de la curva es igual а (7 (5) —m)?. Para el 
valor de з correspondiente al mínimo de esta distancia, 
tenemos 


2 
gromo. 


de donde (> (з) —m) 7' (8) = 0 lo que significa que el 
vector MM va en dirección de la normal a la curva y 
en el punto М. 

Sean E y 1 los cosenos directores de la recta MÁ. Las 


coordenadas del punto M se pueden expresar a través 
de las coordenadas del punto M del modo siguiente: 


z=z+ih е ууф 
donde h es la distancia entro el punto М y la curva y. 


Las coordenadas т e y del punto AT satisfacen, por ser 
ésto un punto de la curva y, la ecuación q (x, у) = 0. 
Es decir, 

Pæ Eh y + тй) =0. 
Юе aquí resulta que 


Ф (а, y) + hpx (т, y) + mo, (т, y) + МА = 0, 
donde R es una magnitud acotada en un entorno del pun- 
to O (£o, Yo). 

а ту © y Yo, la expresión Eq. + тфу tiende 
a un límite distinto de cero ya que representa el a 
escalar de dos voctores de coordenadas E, N Y ру, 
que en el límite son distintos de cero y РД (ы 
según la normal а la curva ү еп el punto O. Por lo tanto, 
la magnitud № == у= — A — he" es del mismo orden 
que Фф cuando М —> О. 

Supongamos que el punto M de la curva y” corresponde 
al valor £ del parámetro. Entonces, su distancia al pun- 
to О, igual a 


Ir (0) — r (to) 1 = 1 — to) (2 (to) + 8) |, 
es de orden |£ — tọ | si M es suficientemente próximo 


a O. Do aquí se deduce que para que la curva ү' tenga 
con la curva y en el punto O un contacto de orden п 


40209 
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es necesario y suficiente que 
PD yn 
0—0)" 

Pero esto significa que en el desarrollo de la función 
Ф (2 (2), y (£)) según las potencias de (t — te) todos los 
términos hasta el n-ésimo inclusive son iguales a cero. 

Hemos demostrado el teorema. 

Ejemplo. Hallar la parábola de tipo 

у — (0+ а+...+ аы") = 0 
que tenga un contacto de orden n con la curva 
y=4() 


en el punto (0, Ф (0). 
Sogún el teorema, para 2=0 y к= 0, 1,...„ n 


>0 cuando 14. 


E Ooan ...«—4p2")=0, 


de donde 
а= Ф (0), а= 4” (0), 0... а= q (0). 
La parábola buscuda os 
O E 


$ 5. Envolvente de una familia de curvas 
dependientes de un parámetro 


Sea S {Ya} una familia de curvas suaves en el plano 
dependientes de un parámetro æ, Una curva suave y se 
denomina envolvente de la familia S si en cada uno de 
зиз puntos es tangente al menos a una curva de la familia 
y si cualquier sogmento de la misma es tangente a un 
conjunto infinito de curvas de la familia (fig. 11). 

Ejemplo. Una curva suave carente de parlos rectilíneas 
es la envolvente de sus tangentes. 

El teorema que viene a continuación resuelve en cierta 
medida el problema sobre Ја determinación de la envol- 
voitte. 


ssj ENVOLVENTE DE UNA PAMILIA DE CURVAS ЕД 


Yig. 14 


Teorema. Supongamos que las curvas Ya de la familia $ 
vienen dadas en una región G por las ecuaciones 


Ф (2, y, а) = 0, a<axb, 


donde q es una función continuamente diferenciable respecto 
а todos los argumentos que satisface la condición ph + 
+ q2 +0. Entonces la envolvente y de la familia S (si 
es que existe) se determina por las ecuaciones 


omy 0a)=0 y фа (2 0, a) = 0 


en el sentido de que рага todo punto (=, у) de la envolvente 
se puede indicar un valor а tal que el sistema de los valores 
Z, у, у а satisfará ambas ecuaciones y = 0 у qa = 0. 

Demostración. Sea Р (x, y) un punto cualquiera de la 
envolvente y. Pueden presentarse dos casos: 

1. Hay un conjunto infinito de curvas Yat шы... 
de la familia tangentes en el punto Р. 

2. Hay sólo un número finito de curvas Yar ...‚ Yan 
de la familia tangentes en el punto P. 


4 
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Analicemos el primer caso. Sin perder generalidad, 
podemos aceptar que la sucesión de números œ, con- 
verge a un número ay (а < a, < b). Puesto que el punto 
P pertenece a cada una de las curvas Yan, se tiene 
q (т, y, aa) = 0. Do aquí que 


Ф (2, Y, аљ) — P (2, y, оц) = (ж — он) Pa (т, y, 0) = 0, 


donde a* ostá comprendido entre ол у о. Рог consiguien- 
10, Pa (т, у, a*) = 0. Pero аһ у о —0%, cuando k y 
100; por esto, 


P (2, y а) = 0 y Palt, y, а) = 0 


y оп el primer caso queda demostrado el teorema. 

Consideremos el segundo caso. Supongamos que el 
teorema es falso y que, por consiguiente, фа (2, у, аљ) = 0 
para cualquier ад (œ = 1, 2, ..., п). 

Desiguemos рог оў un s-entorno cerrado del punto 
a, en el segmento (a, b) y por б un segmento pequeño 
de la envolvente y que comprende el punto P. Si fijamos 
в y tomamos ё suficientemente pequeño, para toda curva 
Ya tangento a ё el valor a pertenecerá a uno de los entor- 
nos оќ. Si aceptamos lo contrario, legaromos fácilmente 
a la conclusión de que en el punto Р es tangente a la 
curva y una curva de la familia distinta de las Yar lo 
cual ез imposible. 

Designemos por ть el conjunto de puntos del segmento 
ô еп los que son tangentes las curvas ya соп «сс Ok, 
Es obvio que m, es un conjunto cerrado. Formemos el 
segmento 5, perteneciente a б, que respecto a cada uno 
de los conjuntos m, posce la siguiente propiedad: o bien 
el conjunto m, comprende tódo el segmento 5, o bien no 
contione ningún punto del mismo. Es fácil construir el 
segmento.3. Primero construimos el segmento ô’ toman- 
do ô’ = б si el segmento б está integramente contenido 
en my, o tomando para ô’ un segmento en el conjunto ô — 
— m, complementario de m, si 6 no queda cubierto por 
mi. Después, a partir del segmento ô' y del conjunto my, 
construimos de un modo análogo el segmento 6”, еіс, 
Con un número finito de semejantes construcciones lle- 
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garemos a obtener el segmento 3 que poseo las propieda- 
des señaladas. 

Supongamos que el conjunto ту contiene el segmento 
5. Siendo e suficientemonte pequeño, өп un entorno del 
punto Р la familia de curvas ya con а С of puede ser 
definida mediante la ecuación 

(о, у) = о, 

donde vp (2, y) es una función continuamente diferen- 
саре quo satisface la condición y$ -+W 5= 0. Esto 
resulta de nuostra hipótesis de que qa (т, y, ar) 0 
en el punto P. 

La curva y en el segmento 5 puede ser definida median- 
te las ecuaciones г = z (1) ө y = y (t), donde х (t) e y (t) 
son funciones continuamente diferenciables que cumplen 
la condición z’? + y”? 5 0. Designemos por с (t) ol valor 
del parámetro а с wk que corresponde a la curva ya 
tangente al segmento 8 en el punto (z (t), y (А). Es obvio 


que 
a (t) = р (x (t), y (0) 
es una función continuamento diferonciable. Tonemos 
aya hoy 


Puesto que x' e y’ son los componentes del vector tangente 
a la curva ү, Wx y py son los componentes del vector de la 
normal a la curva Ya (7 y puesto que las curvas Ya i) y Y 
son tangentes еп el punto (£), resulta que @' = 0 y, por 
consiguiente, œ == const. 

Es decir, sólo una curva de la familia ya соп a Œ oh 
es tangento a la curva y а lo largo del segmento 5 y, 
por consiguiente. en toda la familia S hay a lo sumo n 
curvas de este tipo. Pero, según la definición de la on- 
volvente, debe haber un conjunto infinito. Llegamos a 
una contradicción. Hemos demostrado cl teorema. 

Nota. El sistema de ecuaciones 


sy 0) = 0 у фа (r. у, a) = 0 


puede cumplirse, hablando en términos generales, рага 
curvas que no son envolvente. Por ejemplo, la ecuación 
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Fig. 12 


de la envolvente de la familia de curvas 

(к — о)? + (y — a) —3 (x — a) (y —a) = 0 
so verifica para la recta т = y que, sin embargo, no es 
envolvente. Esta recta consta de los puntos múltiples de 
las curvas de la familia (fig. 12). 


EJERCICIOS PARA EL CAPITULO 11 
4. Para la hélice 
z= cost, у= son t, z= t 


hallar en el punto (1, 0, 0) las ecuaciones 
le la tangente, 
b) dol plano osculador, 
e) del plano normal, 
d) de fa normal 
e) de la binorm: 
Respuesta. La ecuación do la tongonto os 


incipal, 
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la ecuación del plano osculador es 
узб 
Ta ecuación del plano normal ез 
y+2==0; 
Ja ecuación de la normal principal es 
у= = 0; 
la ecuación de la binormal ов 


2. Determinar la ocuaci 


п de la tangente а la curva definida 
por los ecuaciones 


ppe аф = 2 
en el punto (0, 0, $) 
Respuesta. 
E 
1 5. 


3. Hallar la ecuación de la parábola de tipo 
у= 22 + о 
tangonte en el punto (1, t) а la circunferencia 
афи 2. 

Respuesta. у = 22 — 3z + 3. 

4. Hallar la curva y == y (2) si so conoce que os constanto о 
igual a a la longitud del segmento de la tangente comprondido 
ontre el punto de tangencia punto de intersección de la tangente 


con el eje z. 
Respuesta. La tractriz 


eta=aln EEE AS 


5. Sohre las binormales do una hélice si 
montos de una misma longitud. Hallar la ccu 
mada por los extremos de estos segmentos. 

Respuesta. Una hélico. 

6. ¿Bajo qué ángulos so cortan las curvas 


у= а уй с? 


7. Demostrar que sí en el plano Ia curva y зе corta formando 
ángulo recto con las curvas do la familia 


(к, y)=comst (9495 +0), 


Ло se toman sog- 
ión de la curva for- 


56 CONCEPTO DE CONTACTO (сар. п 


асе la ecuación 


entonces osta curva sati: 


в, Hallar la familia de curvas que cortan bajo un ángulo recto 
todas is circunferencias que pasan por dos puntos dados dol plano. 

Respuesta. Una familia do circunforoncias. 

9. italiar la ecuación do la circunferencia que tiene un con- 
tacto de orden dos соп la parábola y = 2° en su vértice. 

Respuesta. 1 + yt = y. 

10. Hallar la envolvente de la familia de rectas que forman ол 
ol ángulo de coordenadas ХОУ triángulos de área 24. 

Respuesta. La rama correspondiente al ángulo ХОУ de ln hi- 
pórbola cquilátora ту = а. 

11, Hallar la envolvente de la familia do rectas sobre las 
cualos los ojes de coordenadas detorminan un segmento de longitud 
constanto a. 

Respuesta. La astroido 


z 
Ia, 


2 
lz? +y] 
12. Hallar la ouvolvente de las trayectorias de un punto mato- 


rial lanzado desde el origen de coordenadas com volocidad ш. 
Respuesta. La parábola de seguridad 


y= A 


g es la aceloración do la gravedad). 
43. Hallar la envolvente де los rayos luminosos que parten 
del origen de coordenadas y son reflejados por la circunferencia 


A+ = laz. 


Respuesta. El caracol de Pascal 


б r 
ON 
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4. Sean y una curva, Р un punto do la misma у g una recta 
jue pasa por dos distintos puntos Л y 5 de la curva. Se dice que 
la curva y tiene en el punto Р una tangente en el sentido fuerte 

si las rectas g convorgon a una recta gp cuando R y S > Р. 

Demostrar quo toda curva suave posee en cada punto una tan- 

gento on ol sentido fuorto у. guo:ésta coincide con la tangente corres- 
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pondiente a la definición habitual dada on el $ 2. 

Si la curva posee en cada punto una tangonte en el sentido fuet- 
to, la curva es suavo. 

2, Demostrar que si las tangentes a una curva suave pasan por 
un mismo punto, entonces la curva es un segmento de recta, una 
semirrecta о una recta, 

3. Demostrar que las tangentes a la bélico 


ж = а сов ot, y = a sen ot, z= bt 


forman ángulo constante con el plano zy. Demostrar que las пог 
males principales de la hélice cortan al eje т. 

4.'Se denomina inversión la transformación рага la cual los 
puntos correspondientes pertenecen a una misma semirrecta que 
arranca de un punto fijo 5 (centro de la invorsión) siendo constante 
ol producto de sus distancias а 5. Demostrar que la inversión con- 
serva los ángulos entre las enrvas. 

5. Demostrar que la curva os plana si las Lungentes а la misma 
son paralelas a un plano. 

0. ¿Bajo qué condición las rectas gy 


{ а (f) +040) y+ ci (0024 (9=0, 
а (2+5 00209 24d (1)=0, 


воп tangentes a la curva 
z= z (i), y= y (f), z= z (0? 
Hallar esta curvo 


7. Hallar en el punto (zo, Yo, žo) За ecuación del plano oscula- 
dor a Ja curva definida por las ecuaciones 


е. 0 = 0 у(х, у 2) = 0. 


8. Sean y una curva, P un punto де la misma y æ un plano 
quo, pasa por los tres distintos puntos Q, R y $ de la curva. So 
ico qno la curva y posee en el punto P ип plano osenlador en el 
sentido fuerte si los planos æ convergen a un plano ар cuando Q, 
R y SP, 
Demostrar q 


urva regolar {dos veces continuamente di- 
Terenciable) que en el p + plano usculador único en el 
sentido hubitual ($ 3), L о punto un platio osculador 
en el sentido fuerte y ambos coinciden. 

9. Hallar la curva 


z= a(t), y=y(0,:==(0 


a partir de sus planos osculadores 
А = 1 0y+C (024 D t) = 0. 
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10. Demostrar que la curva es plana si todos sus planos oscu= 
ladores pasan por un mismo punto. 

41. Demostrar que una condición necesaria y suficionte para 
que Ta curva 


= (йй, у= у}, :=2() 
sea plana consisto en que 

ey 
Erg 
ys 


=0. 


12. Demostrar que la propiedad de contacto de curvas es гесї- 
proca, о sea, si una curva suave y, tiene un contacto do orden n 
con una curva suave үү, entonces la curva y, tieno on el mismo 
punto un contacto de orden n con la curva y, 

Mostrar con un ejemplo que оз substancial Ja oxigencia de la 
suavidad, 

43. Supongamos que las curvas үү. ү, Y Ya Poseen un punto 
común Р еп el que las curvas y, y Ya у las curvas Y, y Ya tienen wn 
contacto de orden n. Entonces las curvas y, y ya también tienen 
un contacto de ordon л en el punto Р. 

44. Demostrar que ез plana toda curva que en cada uno de sus 
untos tieno un contacto de orden tres con el plano oscu- 
lador. 

15. Entro los puntos do los ejes de coordonadas z e y se ha 

establecido wna correspondencia proyectiva 


ал+ 
ES 


Demostrar que la familia do las rectas que unen los puntos 
correspondientes de los ejes onvuelve una curva do sogundo 
grado. 

10. Demostrar que si una familia monoparamótrica de cur- 
vas en el plano viene definida por las ecuaciones 


playa В) = 0 уў (а, 6) = 0 


siendo f} + 18 = 0, entoncos la envolvente do osta familia satis- 
face las ecuaciones 


р 0,7 0, Pa Ма O y gp + Ма 0 


оп el sentido de que para todo punto (z, y) de la envolvente se pue- 
den indicar unos valores æ, б y A que junto con г e y satisfacen las 
cuatro ecuaciones señaladas. 

La ecuación de la envolvente en forma implícita puede 
obtenerse por eliminación de а, В y) de estas cuatro ecuacio- 
nos, 


аё = 0. 
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CAPITULO 11 


CUESTIONES DE LA TEORIA DE CURVAS 
RELACIONADAS CON LOS CONCEPTOS 
DE CURVATURA Y DE TORSION 


$ 1. Longitud de arco de una curva. 
Parametrización intrínseca 


Sea y una curva elemental, o sea, la imagen de un 
segmento abierto g obtenida por una aplicación topoló- 
gica ў. Respecto a la quebrada Г (fig. 13) diremos que 
está Меп inscrita en la curva y si las preimágenes de sus 
vértices sobre g tienen el mismo orden que en la quebrada. 
La propiedad de una quebrada de estar bien inscrita 
en la curva no deponde del homeomorfismo f. Se dice que 
la curva es rectificable en un entorno del punto Р si oxiste 
un entorno elemental de este punto tal que todas las 
quebradas bien inscritas en él resultan uniformemente 
acotadas en cuanto a la longitud. Una curva rectificable 
en un entorno de cada uno de sus puntos se denomina sim- 
plemente rectificable. 

Entenderemos por segmento de una curva una porción 
de la misma homeomorfa a un segmento rectilíneo cerra- 
do. Denominaromos longitud de arco de un segmento (o sim- 
plemente longitud de arco) el extremo superior de las 
longitudes de todas las quebradas bien inscritas оп esto 
segmento. 

Teorema. Toda curva suave y es rectificable. Si 


т = т (0 


es una parametrización suave de la curva у Y (а S t < b) 
es un segmento de la curva y, entonces la longitud de este 
segmento es 


» 
s= fir (01 dt. 
Demostración. Sea Р un punto cualquiera de la curva 
y т =т() una parametrización suave de la curva en un 
entorno de este punto. Estimemos Ја longitud de una 
quebrada Г bien inscrita en el entorno «a < t< f del 
punto Р. 
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Fig. 13 


Sean ty, ta... fn 108 valores del parámetro corros- 
pondientes а los vértices sucesivos de la quebrada. La 
longitud del lado de la quebrada que une los vértices 
(4-1) y (ti) es igual а | (6) — r (ti) |. La longitud 

е toda la quebrada os 


(1) Y pr 0) r (ti) 


Tenemos 
“ 
P(t) т Чи) = rar 
Lia 


De aquí resulta 


“ 
Пе) шә)! | lata) M, 
ta 
donde M es una constante que satisface la condición 
la" (t) | < M. Por consiguiente 
SKM D (titm) = M (8—9). 
Es decir, las quebradas Г, inscritas en un entorno 


suficientemente pequeño del punto Р, están acotadas en 
conjunto y, por consiguiente, la curva y es rectificable. 
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Determinemos la longitud de un segmento y de una 
curva y definido por la ecuación 


r=r(), a<t<b, 


Observemos, ante todo, que repitiendo literalmente 
el razonamiento anterior podemos probar que son unifor- 
memente acotadas las longitudes de las quebradas inscri- 
tas en el segmento y. Por consiguiente, la longitud de arco 
del segmento 7 es finita. _ 

Inscribamos en el segmento y una quebrada Г que 
satisfaga las condiciones siguientes: 1) la longitud de la 
quebrada Г difiere a lo sumo en e de la longitud de arco 
dol segmento y; 2) para todo ¿es |ti} — ti |< $. Aquí 
e y Ó son números positivos cualesquiera. ls fácil ver 
que tal quebrada existe, En efecto, por definición de la 
longitud de arco de un segmento de curva, existe una 
quebrada que cumple la primera condición. Agregándolo 
nuevos vértices no alteraremos la primera condición y, 
al mismo tiempo, podremos cumplir la segunda. Adomás, 
podemos aceptar que el primer vértice de la quebrada 
coincide con el punto (a) y el último, con el punto (0). 

Tenemos 


H 
Dirt) rgi | ro 
П 


5 
{0а tl еа) 
4 а 
0) r (tia) Ж (@—4 
п п 


Por el modo de construir Г, el primer miembro de esta 


igualdad difiore de s (y) en e a lo sumo. En cuanto al 
segundo miembro, ез tan próximo a 


ANO) 


И ШТ 


como se quiera. En efecto, por definición de la integral, 
el segundo término de este miembro es pequeño si lo es 
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8. El tercer término puede ser representado еп la forma 


ti ч 
D|] ”а|- | ireola 
аа la 
y, por consiguiente, su valor absoluto no pasa de 


n è 
у 10-а еа, 


©, Н 


donde в (2) >0 cuando ô ->O en virtud de que la fun- 
ción 7’ (t) es uniformemente continua. Luego, el tercer 
término de la igualdad (*) es pequeño ві lo оз 

Es decir, llegamos a la conclusión de que la longitud 
del sento y de la curva y difiere tan poco como se quie- 
ra de 


В; 
fir ola 


y, por consiguiente, es igual a esta integral. 

Homos demostrado completamente el teorema. 

Sean y una curva rectificable y = 7 (t) una para- 
metrización de la misma. Sea s (£) la longitud de arco del 
segmento tyt do la curva y. Delinamos la función 0 (0 
mediante las condiciones 


o (t) = s (i) si h < t, 
o () = —s (i) si o> t, 
с (to) = 0. 


La función o (t) es estrictamente monótona. Por esto, 
podemos tomar о como parámetro de la curva. Denomina- 
remos esta parametrización intrínseca. 

Teorema. La parametrización intrínseca de una curva 
regular (le veces diferenciable o analítica) sin puntos singu- 
lares es una parametrización regular (k veces diferenciable 
o analítica, respectivamente). Si т = (0) es la parametri- 
zación intrínseca de una curva, entonces 


ir (0) [= 1. 
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Demostración. Sea т = т (t) una parametrización ге- 
gular cualquiera de la curva y en un entorno de un punto 
arbitrario correspondiente al valor о, del parámetro. 
Para todo segmento perteneciente a este entorno tenemos 


4 
sa = f Vr adt. 
А 


Puesto que $L- V 27200) 0 y F(9 es ша función 
k veces diferenciable de £, resulta quo £ es una función 
k veces diferonciable de о. Pero para о próximos а О, 
se tiene r (0) = 7 (2 (0). Do aquí se deduce que » (0) 
es una función regular (k veces diferenciablo). Tenemos 


Sro) _ 4 de _ 4 1 
Тв Hd dd En 
dt 
Por consiguiente, 
r (0) = 1. 


Hemos demostrado el teorema. 

Para terminar, daremos las fórmulas que permiten 
calcular la Jongitud de arco de una curva regular para los 
distintos casos de la representación analítica de a curva. 

1. Si la curva viene dada por las ecuaciones 

2a=x(0,y=y(0,2=2(0, 
entonces 


s(t t= | 010: | V EFF A, 


2. Si la curva viene dada por Jas ecuaciones 


y =y (z) 2=2(2), 
entonces 


за 
(аа) = | УТИ. 
а 
En el caso de curvas planas pertenecientes al plano 
ay, en estas fórmulas hay que poner 2' = 0. 
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$ 2. Curvatura de una curva 


Sea P un punto cualquiera de una curva regular y y 
sea Q un punto de la curva próximo а P. Designemos 
por A® el ángulo entre las tangentes a la curva өп los 
puntos P y Q y por | As | la longitud de arco del segmento 
PQ de la curva (fig. 14). 

Denominaremos curvatura de la curva y en el punto P 
ol límite de la razón А® (| As |) cuando Q + P. 

Teorema. Toda curva regular (dos veces continuamente 
diferenciable) tiene en cada punto una curvatura determi- 
nada Ку. Si 

r= r (s) 
es la parametrización intrinseca de la curva, entonces 
ki= |r” (з). 


Demostración. Supongamos que los puntos P y Q 
corresponden a los valores s y з + Ав dol parámetro. El 
ángulo Ад es igual al ángulo entre los vectores unitarios 
tangentes т (5) = 2" (з) y t(s + As) = v (з + As). 

Puesto que los vectores т (s) у т (в + As) son unita- 
rios y forman ángulo Ад, resulta que | т (s + As) —r(9)]= 


= 2 зеп АЎ (fig. 15). Por ello 


т) _ 2 
ГТ 


Obsorvando que А® —> 0 cuando | Аз] 0 debido a Ја 
continuidad de т (s) y pasando al límite, encontramos 
|е"). 

Hemos demostrado el teorema. 

Sea la curvatura distinta de cero en wn punto dado de 
la curva. Consideremos el vector у = кт” (з). El vector v 
es unitario y se encuentra en el plano osculador a la 
curva ($ 3 del capítulo 11). Adomás, este vector es per- 


pendicular al vector tangente т ya que t° = 1 y, рог 
consiguiente, тт' = ту = 0. Es decir, este vector 


ло 
"T 


“Те? 
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Fig. 14 


Fig. 45 


tione la dirección de la normal principal a la curva. Es 
evidente que la dirección del vector v no cambia si se 
modifica el origen de referencia de los arcos s o el sentido 
del recorrido. Al hablar en adelante del vector unitario 
de la normal principal de la curva, entenderemos por éste 
el vector v. 


50209 
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Es obvio que el vector т х v = В tiene la dirección 
de la binormal a la curva. Denominaremos este vector 
vector unitario de la binormal a la curva. 

Hallemos la fórmula de la curvatura de una curva 
para cualquier paramotrización. Supongamos que la 
curva vione dada por la ecuación vectorial 


r= r(t). 
Expresemos la derivada segunda de la función vectorial т 


respecto al arco s en términos de las derivadas respecto 
а 1. Tenemos 


ers, 


de donde 
PMsn, 


Por consiguiente, 


Vr 
Derivando esta igualdad una vez más respecto a t, obte- 


nemos 
a R JET 
Elevando esta igualdad al cuadrado y observando que 
si = y, tendremos 
PO e ie La e 
иын э 


о, que viene a ser lo mismo, 


PCE 
и 0 


Рага la curvatura de una curva dada рог las ecuaciones 


2=2(), y=y0, 2=2(0 
obtenemos de aquí 


с л | 
FT 
Si la curva es plana y se encuentra еп el plano ху, 


EA 
AAA 
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Е: 


к>0 


Pig. 46 


Si la curva es plana y viene dada por la ecuación y = 


= y (2), 
a 


Nota. La curvatura de nna curva es, por definición, 
no negativa. Para Jas curvas planas resulta conveniente 
en muchos casos asignar а la curvatura un signo conside- 
rándola en unos casos positiva y en otros, negativa. Esto 
se hace partiendo de que el vector +“ (t) tangente a la 
curva gira al desplazarse a lo largo de la curva en el 
sentido de los valores crecientes de 2. Según el sentido en 
que gira el vector т" (t), la curvatura se considera positiva 
o bien negativa (fig. 16). Si el signo de la curvatura de una 
curva plana se delermina de este modo,para ella se obtiene 
la fórmula 


kV 


о k= HEY 


y +020 
En particular, si la curva viene dada рог la ecuación 
y=y (z), so tiene 
E ж E „300 


E ye 
Mya? а+у®* 
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Para terminar, hallemos todas las curvas que en cada 
punto tienen curvatura igual a cero. Tenemos 


k=% (| 0. 


De aquí >” (s) = 0 y, por consiguiente, т (s) = аз +0, 
donde a у b son unos vectores constantes. 

Es decir, una curva cuya curvatura es siempre nula, es 
una recta o un segmento abierto de una recta. La afirmación 
recíproca también os válida. 


$ 3. Torsión de una curva 


Sea P un punto cualquiera de una curva y y sea Q 
un punto de la curva próximo а Р. Designemos por AÙ 
el ángulo entre los planos osculadores a la curva en los 
puntos Р y Q y por | Аз |, la longitud del segmento PQ 
de la curva. Entenderemos por torsión absoluta |, | 
de la curva y on el punto Р el límite do la razón AÚ (|As|)"* 
cuando Q = Р (fig. 17). 

Teorema . Toda curva regular (tres veces continuamente 
diferenciable) en cada punto en el que la curvatura es distinta 
de cero tiene una torsión absoluta | К, | determinada. Si 


т = т (s) 
es la parametrización intrínseca de la curva, entonces 


[he HA 


Demostración. Si en el punto P la curvatura de la 
curva y es distinta de cero, también será, por continui- 
dad, distinta de cero en los puntos próximos a Р. En 
todo punto en el que la curvatura es distinta do cero, los 
vectores 7 (s) y т” (s) son distintos de cero y no son para- 
Telos. Por eso, оп todo punto. Q próximo a P existe un 
plano osculador determinado. 

Sean В (s) y В (5 + As) los vectores unitarios de la 
»binormal en-los puntos Р у Q de la curva y. El ángulo 
Аф es igual al ángulo entre los vectores В (s) у В (8 + Аз). 

Puesto que los vectores $ (s) y B (s + As) son unitarios 


y forman ángulo АФ, ев | В (в + Аз) — B (s) | = 2 sen $$. 
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Figo 47 
Por eso 
2500 46, sen 40. 
18+ А) —В (0) _ Ж; 2 А0 
К ык: жын E гы 


Pasando al límite рага | Ав | --0, obtonomos de nquí 
АБАГА 
El vector В' os perpendicular a В pues Вер = (ab) = 


= 0. Es fácil vor que también vs perpendicular а т, En 
efecto, 


В = (тх у) =r xvx. 
Pero v || у. Por esto B’ = т X v’, do donde resulta que 


В' es perpendicular a т. Es decir, el vector р' os paralelo 
al vector v y, por consiguiente, 


Гк |= (В) 1. 
Tomando aquí у = ir y ый obtenemos 


[hp ШЭ! 
Я Ж + 


Hemos demostrado completamento el teorema 
Definamos ahora la torsión de una Curva. 
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Fig. 48 


Del paralelismo de los vectores B’ y v so deduce que 
el plano osculador gira alrededor de la tongonte а la 
curva cuando so desplaza a lo Jargo de la curva en el 
sentido de los valores crecientes de s. En vista do ello, 
definiremos la torsión de la curva mediante la igualdad 


к= tlk] 


y tomaremos el signo (+) si el plano usculador gira del 
vector В hacia el vector v (fig. 18) y el signo (—) si gira del 
vector у hacia el vector В. Definiendo de este modo la 
torsión de la curva, tendremos ka = В'у o 


penan, 


Hallemos la fórmula рага la torsión de üna curva en 
el caso de cualquier parametrización regular + = 2 (0). 
Tenemos 


mort, аа, 
=P o, т^}. 
donde {2", 7”) es nna combinación lineal de los vectores 
1” y т". Introduciendo en la fórmula para Е, las expresio- 
nos halladas рага е5, 4 y 1%, y observando que Р = E, 
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obtenemos 
CACA) 
WIFE 


Para terminar este parágrato, hallemos todas las cur- 
vas que en cada punto tienen torsión nula. Tenemos 


к= Ву = 0. 


Como, además, B'r = 0 у В'В = 0, resulta que В' = 
о soa, В = Ba = const. 

Los vectores т y В son perpendiculares, Рог esto, 
1", = 0. De aquí resulta (т (s) — т) Po = O; ello sig- 
nifica que la cueva se encuentra en el plano determinado 
por la ecuación vectorial (r — 1) Bo = 0. 

Es decir, toda curva cuya torsión es nula en cada punto, 
es una curva plana. También os válida la afirmación re- 
cíproca. 


= 


$ 4. Fórmulas de Frenet. 
Ecuaciones intrínsecas de una curva 


Las tres somirrectas que arrancan de un punto de la 
curva у tienen las dirocciones de los veclores т, у y В 
son aristas de un ángulo triedro. Este ángulo triedro se 
denominn triedro intrínseco. 

Para estudiar las propiedades de la curva en un en- 
torno de un punto arbitrario P, en muchos casos resulta 
útil escoger el sistema cartesiano de coordenadas tomando 
como origen de coordenadas el punto Р de la curva y como 
ejes de coordenadas, los ejes del triedro intrínseco. Más 
tarde obtendremos la ecuación de la curva respecto a oste 
sistema de coordenadas. 

Expresemos las derivadas de los vectoros т, v y В 
respecto al arco de la curva en términos de los propios 
vectores т, v y В. Tenemos 


т" = уу. 


Para hallar $” recordemos que el vector В' es paralelo 
al vector у y que В'у = ks. De aquí que 


В = к. 
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Finalmente. 
у= (Вх 0) =P xr+pxr-= 
= hoy Xt thf ху = — (at + К.В) 
Las fórmnlas 
= kw, 
v =ke  —kof, 
p- ку 
se denominan fórmulas de Frenet. 
Hallomos la descomposición del radio vector 
> (s + As) en un entorno de un punto arbitrario Р corres- 
pondiente al arco s respecto a los ejes dul triedro intrínseco 
оп este punto. Tenemos 
, ле, A 
ritas) = т (5) Авт" (9) 4 Er (8) Hr OH 
Pero en el punto Р su tiene r =0,4 = т, 1” = Куу, 
w” = у — т — БВ, с... ote. Luogo, 


+...) 
O TS 


Tomando como ojos z, y y z del sistoma cartesiano 
de coordonadas la tangente, la normal principal y la 
binormal, obtenemos de aquí la ecuación de la curva 
roferida a los ejes del triedro intrínseco 


omo 


¡ME 


(Л 
МЕ — 


Las proyecciones do la curva sobre los planos del 
triedro intrínseco en un entorno de su vértice se deter- 
minan por los pares correspondientes de estas ecuaciones. 
El carácter de las proyecciones para kı 5 0 y k, 0 
puede verse en la fig. 19, 
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У 
т 
в 
У 
в 
т 
Fig. 19 


Hemos visto que Jos cuuficientes del desarrollo de la 
función + (s + As) en serie de potencias de As se expresan 
sólo a través de la curvatura y la torsión de la curva. 
Esto permite suponer que la curvatura y la torsión deter- 
minan en cierta forma la curva. Efectivamente, tiene 
logar el siguiente teorema. 

Teorema. Sean k, (s) y ka (s) dos funciones regulares 
cualesquiera соп la particularidad de que k, (s) >Ô. En, 
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tonces етізіе y es única, salvo la posición en el espacio, la 
curva para la cual k, (s) es la curvatura y Е, (к) es la tor- 
sión en el punto correspondiente al arco s. 

Demostración. Si la curva, cuya existencia afirma ol 
Icorema, realmente oxiste, los vectores unitarios т (в), 
у (5), y В (5) de la tangento, la normal principal у la 
binormal satisfacen el sistema de ecuaciones diforen- 


ciales 
= km, 
те Е = kab, | () 
= kan 


en virtud de las fórmulas do Frone: 

Por eso, para buscar la curva que nos interesa (de 
curvatura A, (s) y de torsión 4, (s)) resulta natural anali- 
zar las soluciones del sistema (+). 

Sea $ (s), n (s) y E (s) la solución de este sistoma que 
satisface las condiciones iniciales E = Ёз, т =n, y 
E = ф para s = sy, donde En. No Y $, son tres vectores 
unitarios recíprocamente perpendiculares de producto 
mixto ($o, Mo. Ep) = 1. 

Demostremos que para s cualquiera los voctores 
8 (3), m (s) y $ (s) son unitarios y recíprocamente perpen- 
diculares y que (E, n, 5) = f. Calenlemos para ello 
(Y, (Y) (Y, (En. M y (E8. Empleando las 
ecuaciones del sistema, obtenemos para estas derivadas 
las expresiones siguientes: 


(8 = 2 (Б), (61), = Аз (17) — Ж (8°) — ka (50), 
(1) = 2%, (En) — 2%, (18). (10), = ka (1) — 
— ka (E) — ki (30), 

(E) = 20, (ME), (E8) = ki (18) + ka ($0). 

Considerando estas igualdades como un sistema de 
ucuaciones diferenciales рага $°, ч, E, En, né y {%, 
vemos quo lo satisfacen los valores 82 = 1, т? = 1, 
E = 1, Ey = 0, nè = 0 y 55 = 0, Por otro lado, а este 
sistema le satisfacen los valores 22 = 21 (9), п? = 


= m? (s), ..., (88) = E (s) 5 (s). Ambas soluciones coin- 
ciden para з = sọ y, por consiguiente, coinciden idén- 
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ticamento en virtud del teorema do unicidad. Es decir, 
para todo = 


Po = 1. (0) = 106... 1080=0 


Demostremos que (5 (5), т (s), E (5) = 1. Puesto que 
E, y y E son vectores unitarios recíprocamente perpondi- 
culares, se tiene ($, n, $) = +1. El producto mixto 
(E, m, E) depende continuamente de s y es igual a +1 
para з == зу; por ово, os igual а +1 рага todo з. 

Consideremos ahora la curva y definida por la ecunción 
vectorial 

‚=з. 


7 


ante todo, que la parametrización de la 
curva y es intriusoca. En efecto, la longitud de arco del 
segmonto sys de la curva y es igual a 


| irod = $ 15 ()1ds=8—s0. 
La curvatura de la enrva y es igual a | +" (5) | = | Y (5)I= 


= k, (s). La torsión do la cueva y os igual a 


A) A 
шк E „ашы ы = 
= Gm tin bd) 4, у), 


Es decir, on el punto correspondiente al arco в la 
curva y tiene la curvatura ki (з) y la torsión А, (к). 

Hemos demostrado la existencia de la curva. Demos- 
tromos la unicidad. 

Soan y, y y, dos curvas que en los puntos correspondien- 
Los al arco s tienen las mismas curvaturas k, (s) y torsio- 
nes Е, (5). Hagamos que coincidan los puntos de las curvas 
Ya Y Ya correspondientes al arco sẹ y los triedros intrín- 
у, Br Y Tas Vas Ba los veclo- 
1 las normales principales 
y las binormales de las curvas ү, у ү, respectivamente, 
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Las ternas de funciones vectoriales 1, (3), vi (9), 
В. (s) y т, (9), va (8), Ba (з) son soluciones dol sistema de 
ecuaciones para $, 1 y $. Los valores iniciales de ostas 
soluciones coinciden. De aquí se deduce que las soluciones 
coinciden idénticamente. En particular, тү (s) == т, (s), 
o sea, 1% (s) = т (s). Integrando esta igualdad entro los 
límiles зу y s, obtenemos 


тч (8) = (8). 


Es decir, las curvas y: у ү, difieren sólo рог su posi- 
ción еп el espacio. 

Hemos demostrado completamente el teorema. 

El sistema de igualdades 


kiak (8) y = kr (9) 


se denomina ecuaciones intrínsecas de la curva. Según el 
teorema demostrado, la curva se determina por las ecua- 
ciones intrínsecas unívocamente a menos de un desplaza- 
miento. 


$ 5. Curvas planas 


En este parágrafo consideraremos la circunferencia 
osculatriz de una curva plana, la evoluta y la evolvonto. 

Sean y una curva plana y P un punto sobre la misma. 
La circunferencia ж que pasa por el punto Р se denomina 
circunferencia osculatriz de la curva y en cl punto P si 
la curva tiene en esto punto un contacto de orden dos con 
la circunferencia. El centro de la circunferencia oscula- 
teiz se denomina centro de curvatura de la curva. 

Hallemos la circunferencia osculatriz de la curva regu- 
lar y en un punto P donde la curvatura es distinta de 
cero. Sea т = r (s) la paramotrización intrínseca de la 
curva. La ocuación de una circunferencia cualquiera es 


(к= at- № = 0, 


donde « es el vector del centro de la circunferencia y 
R es el radio. 

Sogún- el teorema del $ 4 del capítulo II, para que la 
curva y tenga un contacto de orden dos en el punto Р 
çon la circunferencia es necesario y suficiente que en 
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Fig. 20 
esto punto se cumplan las condiciones siguientes: 
(0) ау 8-0, 
ilre) а) — В) =2(т(ф)— а)” (з) =0, 
(0) — а) а) =27%(5)42("()—a) (0) =0. 


De ostas tres condiciones, la primera significa que el 
punto P pertenece а la circunferencia. La segunda condi- 
ción permite ver que el vector (ғ (з) — а) que va dol cen- 
tro de la circunforencia al punto P os perpendicular a la 
tangente a la curva; ello significa que el centro do la 
circunferencia se encuentra еп la normal а la curva 
(tig. 20). La tercera condición determina el radio de la 
circunferencia. En efecto, se tiene +”? (s) = 1 ут" (s) = 
= kv; puesto que |» (s) — а | representa en el punto P 
el radio R de la circunferencia y puesto que el voctor 
(r (s) — а) es paralelo al vector v, resulta 1 — ЛК 
Es decir, e) radio de la circunferencia osculatriz os igual 
al radio de curvatura de la curva. De aquí se deduce 
que no existe circunferencia osculutriz de la curva en el 
punto Р зі la curvatura en el punto P es igual а сого. 
En este caso la circunferencia degenera en una recta y la 
tangente a la curva tiene con la curva un contacto de 
orden dos. 
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Hemos encontrado el radio y la posición del contro de 
la circunferencia osculatriz. Definamos ahora la evoluta 
de la curva. 

Se denomina evoluta de una curva el lugar goométrico 
de los centros de curvalura de la curva. 

Hallemos la ecuación de la evoluta de una curva re- 
gular y. Sea r= > (s) la parametrización intrínseca de 
la curva. Entonces el vector del centro de curvatura de 
la curva es 


= 1 
т=е+т+. 


Veamos qué representa еп sí la evoluta de wna curva, 
Nos limitaremos a considerar los siguientes casos prin- 
cipales: 

4. A lo largo de la curva se tiene д" (5) 2> 0 о bien 
к (5) < 0 y k (s) no se anula. 

2. A lo Jargo de toda la curva se tiene 4" (s) >0 0 
bien А (s) < 0 y k (s) se anula para s 

. Se tiene й (з) >0 para s< so. k (s) << 0 para 
s> sp k’ (s) = 0, k” (з) 0 y Е (5) по se anula. 

En el primer caso, la evoluta representa una curva 
regular sin puntos singulares (fig. 21, a). En efecto, 


P= (н) o 

En el segundo caso, la evoluta se descompone en dos 
curvas vegularos que representan las evolutas de las 
partes de la curva y correspondientes s< s y a s>s 
(tig. 21, b). 

En el tercer caso, la ovoluta representa una curva rogu- 
lar, El punto de la evoluta correspondiente al punto з, 
do la curva es un punto singular; ja saber, un punto de 
rotrocoso de primera especie (fig. 21, с). Demostremos 


esto. 
Para s = sy se tiene 


Pig. 2 
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Referiremos la суоїша a unas coordenadas rectangulares 
tomando сото origen de coordenadas el punto @ (sp) de 
la evoluta y dirigondo los ejes z e y según la tangente 
y la normal а la curva y en el punto Q (sp). Escogido el 
sistema de coordenadas de esta forma, tendremos 


Te EL) aH 
AE ali 


Do aquí so deduce que el punto @ (5,) de la evoluta os 
пп punto singular, concretamente, un punto de retro- 
coso de primera especie. 

Considoremos algunas propiedades de la ovoluta. 

Sea y una curva rogular para la cual /' (s) es siempre 
del mismo signo y k (s) nunca se anula. En este caso, 
como homos visto, la evoluta y de la curva y es una 
curva regular sin puntos singulares. 

Hallemos la longitud de arco del segmento de la evo- 
luta correspondiente al segmento s,s, de la curva. Tenc- 


mos 
Ё . 
зоа ла (+) |е. 
Puesto que k’ conserva el signo, de aquí obtenemos 


+ 1 1 
в. =| m Terl 


Es decir, la longitud de arco de un segmento de la evo- 
luta es igual al valor absoluto de la diferencia entre los 
radios de curvatura de la curva en los puntos correspondien- 
tes a los extremos de este segmento. 

Mostremos que la evoluta ү es la envolvente de las 
normales a la curva y. En efecto, el punto 0 (s) de la evo- 
luta se encuentra en la normal a la curva en el punto 
Q (s). La tangente a la evoluta en el punto @ (s) tiene la 
dirección 7 = (+) y. por consiguiente, coincide con 
la normal a la curva en el punto 0 (s). 
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Supongamos que la curva viene dada por las ecuacio- 
nes 


2=2(0), y=40. 


HaJlemos su evoluta partiendo de que es la envolvente de 
las normales а la curva. La ecuación de la normal ез 


@—т@)уг' (0) (0—0 09) (1) =0 


Por consiguiente, la envolvente se determina por las 
ecuaciones 


(2—2) 2600—00 
ут a a T (у) = 0. 
De aquí obtenemos рага т с y las expresiones signientos: 


ы ay? Ea el li 
A рт. 


Se denomina evolvente de la curva y la curva Y para 
la cual la curva y os la evoluta. Sen r = r (s) la parametri- 
zación intrínseca de la cueva y. El vector 7 (s) de un 
punto de In evolvente admito, obviamente, la ropreson- 
tación 


(в) =1 (8) А (8) т (з). 
Derivando osta igualdad respecto a s, oblenemos 
т =t БААУ. 
pasto que 7" es perpendicular а т, de aquí resulta que 
1. Por consiguiente, А = с — s. 


Es decir. si la curva tiene пла evolvente, ésta viene 
dada por la ecuación 


=@ + т(с—э), [1 


donde е = const. Ёз fácil ver que toda curva definida 
por la ecuación (s) tiene como evoluta la curva y y, 
por consiguiente, ез para ella la evolvente. La ecuación 
de la evolvonte en el caso de nna parametrización arbi- 
traria de la entva y es, obviamente, 


$ Vb a 


80209 
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Fig. 23 
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о en forma escalar 
Tez (t)— A 209-020) at, 
0 уз ят Уи а 
T= À- (Үт @+у йй. 
0-75 VPO 
Un procedimiento claro que permite ver cómo se forma 
la evolvente es el siguienté. Imaginemós un hilo іпех- 
tensible arrollado sobre la parte de la curva y correspone 
diente as < с соп un extermo en el punto 0 (с). Si desarro- 
llamos el hilo tirando de su otro extremo, este extremo 
describirá la evolvente de la curva (fig. 22). 
Veamos que representa la evolvente en dos casos 
principalos: 
1) k (8) no se anula para todos los puntos s< с de 
la curva; 
2) k (s) se anula sólo para s = s, siendo k' (sı) Æ 0. 
Еп el primer caso, la evolvente es una curva regular 
carente de sigularidades. Efectivamento, 
Pa (т — (sc) т) =—(s—c) kv 0 
En el segundo caso, la evolvente es también una curva 
regular pero el punto Q (зү) de la evolvente es un punto 
singular; a saber, цо punto de retroceso de segunda espe- 
cie (fig. 23). Para demostrar esta afirmación basta refo- 
vir la evolvente а] sistema cartesiano rectangular de coor- 
denadas que se obtiene tomando como origen de coordena- 
das el punto Q (s,) y como ejes de coordenadas las rectas 
paralelas a la tangente y a la normal a la curva y en el 
punto Q (8). 
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РЕ Hallar la longitud del segmento —a < z < а de la pará- 
jola 


0—6? 
Respuesta. s = 22V TE y 14308) 


2. Hallar la longitud del segmento de la curva 
== афі у= а, а at 
comprendido entro los puntos 0 y t 
o 
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sta, з= а 231. 
allar la longitud de arco de la astroide 


= а соз? 1, y = asen t 


Respuesta ба, 
4. Hallar la longitud del segmenta 0 < £ << 2л de la cicloide 


z= a(t — sen t), y = а (1 — cos t). 
Respuesta. в = 8а. 
5. Маћаг la fórmula para la longitud de arco de una curva 
definida en coordenadas polares por la ecuación 


p= p (ð). 


o; 
Respuesta. s (O, 0) = ју PER 
' 


%. Hallar la curvatura de la cueva 
a=t=semt, y=i—cost, 2=4sn 


Respuesta. ky = ү e sent 


7. Hallar la curvatura de la curva dolinida por las ecuaciones 
en forma implicita 


a+ shz = sen y+ у. 
pecado 
en el punto (0, 0, 0). 


Respuesta. ky = 


8. Hallar la curvatura y la torsión eu vu punto arbitrario de 
la curva dada vn ol ejercicio 2, 


4 1 

Respuesta. li = сущ Y № = су 

9. Calcular la torsión de la curva 

z= achtcost, y= ach tsen t, z= at. 

Respuesta. k= —a cht. 

10. Probar quo son constantes la curvatura y la torsión de nna 
hótico вітрі 

11. Hallar la fórmula para la curvatura de uua curva plana 
dada por una ocuación en coordenadas polares. 


риу 


42. Mostrar que өз constante la torsión de la curva 


т fo ахь (а, 
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donde 0 (t) ев una función vectorial que satisfaco lus condiciones 
10 (01 = 1 y 101 (0) | = 0 y а= const, 

13. Mostrar quo es constante la razón untro Ја curvatura y la 
torsión de la curva 


== a| son a а, y = a \ cosa (f) dt, z = М. 


14. Hallar la evoluta do la parábola 

= pz: 
Respuesta. La parábola somicúbica 27р = 8 (= — pP. 
45, Hallar la evoluta de la tractriz 


a «(ња ++), уак. 


Respuesta, La catonaria y =a А2. 
16. Hallar lu evoluta do la astroide 


Respuesta. La astroido | z+ yl 
17. Mullar las evolventes de lo 


афи = №. 
Respuesta. е = П (cos O + (9 — с) son Y), 
р R (sen 0 — (0 — с) cos 0). 


1, дае todas las curvas planas de ос 
de (s). 


Respuesta. = = Y son а), у= $ cos a (0 de, dondo 


| кш. 


intrinseca dada 
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4.Una función f(t) definida ou el intervalo a < t <b se 
denomina función do variación acotada si para cualesquiora 
fts fa +e os fn talos que a <t <... < tu <b los sumas 


рур 


resultan uniformemente acotadas. 
Demostrar que la curva y es rectificable si, y sólo si, admito 
en un entorno de cada uno de sus puntos una parametrización de 
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tipo 
z= z(t), у= y (9, a= z (h 
dondo z (0, y (0 y 2 (4) son funciones de variación ucotada, 

2. Supongamos que la curva poseo una de las cuatro propieda- 
dos siguiontes 

1) las tangentes а lu curva forman un ángulo constante con 
ciorta dirocción; 

2) las binormales а la curva forman un ángulo constante con 
ciorta dirección; 

‚ 3) las normales principales a 1а curva son paralelas a cierto 
plano; 

4) es constante el cocionte entro la curvatura y Ju torsión de 
la curva. Demostrar que la curva posee entonces las tres propieda- 
des restantes. 

Hallar Ја forma general de la curva gue tiene estas propiedades. 
Demostrar que la curva es una hélice simple si зи curvatura 
y torsión sou constantes y diferentos de сего, 

4. Dadas dos curvas, demostrar que ambas son planas si entre 
los puntos de las mismas existe una correspondencia hiunívuca tal 

o coinciden las binormales a las curvas еп los puntos correspon- 
llontes. 

5. Domostrar que toda curva de torsión constante y do cur- 
ушта distinta de cero puede ser representada por la ecuación 
voctoria] 


= ef METATA 
donde ð (1) os una función vectorial que satisfa 
1o91 = 1 y D (0 0. 

6. Reconstruir la curva si se conoce una de las tres funciones 
vectoriales т (0), v (0) o В (8. 

7. Si entre los puntos de dos curvas se puede estublecor una 
correspondencia tal que las tangentes a estas curvas en los puntos 
correspondientes soan paralelas, también serán paralelas las nor- 
males principales y las binormales. Demostrar. 

8. Las curvas ү, у Ya зе denominan curvas de Bertrand si 
entre las mismas so puedo bstablecer una correspondencia puntual 
Bunivoca tal que colncidan las normales principales en los puntos 


las condiciones 


correspondientes. 
Probar las siguientes propiedades do las curvas y, Y Ya: 
a) la distancia entro los puntos correspondientes de las curvas 


Ya Y Ya ез constantes 
у} 1ав tangentes a las curvas y, y Ya en los puntos correspon- 
dientes forman un ángulo constante 
c) la curvatura y la torsión de cada una de estas ourvas vori 
fican la relación 
a sen Ök, — а cos ФЕ, = sen 6, 


donde а ез la distancia entre los puntos correspondientes de las 
curvas y, у Ya y ® es el ángulo entre las tangentes en los puntos co- 
rrespondientes, 
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9. Demostrar que la curva ез una curva de Bertrand si su 
curvatura y torsión verifican la relación lineal 
а send ky — а соз #Ё, == sen d. 
10. Demostrar que es una cuiva de Bertrand la curva defini 
da por la ecuación vectorial 


r=af eat of e x e dn 


donde e (#) es una función vectorial que satisfaco las condiciones 
Le(91=1 y 1 e (t| = 1. Recíprocamente, toda curva de Bor- 
trand puedo 'sor dofinida por una ecuación vectorial de este tipo. 

11. Supongamos que la curva y, se Obtiene de la curva y, por 
efecto de una transformación proyectiva. Domostrar que siendo 
igual a coro la curvatura (а torsión) de la curva y, on el punto P, 
tambión será igual a cero la curvatura (respectivamente la torsión) 
de la curva y, vn el punto correspondiente. 


SEGUNDA PARTE 


Teoría 
de superficies 


CAPITULO IV 
CONCEPTO DE SUPERFICIE 


$ 1. Superficie elemental. 
Superficie simple. Superficie general 


Una región del plano se llamará región elemental si 
ws la imagen de un círculo abierto obtenida por nna aplica 
ción topológica. O sea, una región clemontal es una re- 
yión homeomorfa a un círculo. 

Sea y una curva cerrada simple оп el plano. Es bien 
conocido el teorema de Jordan de que toda curva cerrada 
simple divide el plano en dos regiones siendo frontera de 
cada una de éstos. Una de las regiones es finita y la otra 
infinita. Rosulta que la región finita es homeomorfa a un 
circulo. Es decir, el confunto interior de un cuadrado, de 
ш rectángulo o de una elipse representan regiones elemen- 
tales. 

Dofinamos la superficie elemental, 

Un conjunto Ф de puntos del espacio se denominará 
superficie elemental si es la imagen en el espacio de una 
región elemental en el plano obtenida por una aplicación 
topológica. 

FSea Ф una superficie elemental y sea С la región clo- 
mental en el plano cuya imagen por la aplicación topo- 
lógica f es la superficie Ф. Scan и y v las coordenadas 
cartesianas de un punto arbitrario perteneciente a la 
rogión y sean =, y y z las coordenadas del punto correspon- 
diente de la superfi Las coordenadas z, y y z del 
punto de la superficie son funciones de las coordenadas 
del punto de la región G: 


== (и, v), у=], (и. 0) y z= falu, 0). (0) 
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Esto sistema de igualdades que define la aplicación f 
de la región G en el espacio se denomina “ecuaciones de 
la superficie en forma paramétrica; м y о se denominan 
coordenadas curvilíneas sobre la superficie. 

Para ио v fijados, las ecuaciones (s) determinan una 
curva que se encuentra sobre la superfi Estas curvas 
se denominan líneas coordenadas. 

Un conjunto Ф de puntos del espacio se donomina su- 
perficie simple si este conjunto es conexo y si todo punto X 
del mismo tiene un ontorno G tal que la parte de Ф per- 
teneciento а G sea una superficio eJemental. 

Toda superficie elemental es una superficie simplo. 
Poro las superficies simples по se limitan ni mucho menos 
а las superficies clementales exclusivamente. Рог ojom- 
plo, la esfera es una superficie simple pero no elemental. 

La estructura global de las superficies simples no 
puede describirse de un modo tan general y sencillo como 
on 0] caso de las curvas simples. La siguiento considora- 
ción permite hacerse una idea acerca de la variedad do las 
superficios simples. Si de una superficie simple arbitraria 
se extrae cualquier conjunto cerrado de puntos de modo que 
no se altere el carácter conexo de la parte restante, esta 
parte restante será también una superficie simple. 

Una superficie simple so denomina completa si el 
punto límite de cualquier sucesión convergente de puntos 
de la superficie también es un punto de la superficie. Рог 
ejemplo, la esfera y el paraboloide son superficies comple- 
tas mientras el segmento esférico no es una superficio 
completa (se trata del segmento esférico sin la circunfe- 
rencia que lo limita). 

Si una superficie simple completa es finita, se deno- 
mina corrada. Aparte de la esfera, es una superficio cerra- 
da, por ejemplo, ol toro, o sea, la superficie ongondrada 
por una circunferencia que gira alrededor de una recta 
que perteneco al plano de la circunferencia y no la corta 
(fig. 24). 

Definamos el concepto de un entorno de un punto sobre 
una superficie simple. 

Se denomina entorno de un punto X sobre una super- 
нео simple Ф la parte común de la superficio Ф y de 
un entorno espacial del punto X. Según la definición, 
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Fig. 24 


todo punto de una superficie simple posee un опіогпо que 
es una superficio elemental. Al referirnos en adelante а 
un entorno de un punto de una superficie, ontonderemos 
por él un entorno elemental do este tipo. 

Un conjunto Ф de puntos del espacio se denominará 
superficie general si es la imagen de unu superficie simple 
obtenida por una aplicación localmente topológica de 
la misma en el espaci 

Diromos que la aplicación f, de una superficie simple Ф, 
y la aplicación J, de una superficie simple Ф, determinan 
una misma superficie general Ф si entre los puntos de 
las superficies Ф, y O, puede establecerso una corres- 
pondencia topológica tal que coincidan еп la suporficio Ф 
las imágenes de los puntos correspondientes de estas su- 
perficies. 

Supongamos que la superficie general Ф es la imagen 
de la superficie simple © obtenida por la aplicación 
localmente topológica f. Denominaremos entorno del 
punto f (X) sobre la superficie Ф la imagen de cualquier 
entorno del punto X sobro la superficie D obtenida por 
la aplicación f. Puesto que la aplicación f es topológica 
en un entorno suficientemente pequeño del punto X, 
resulta que ў o poseo sobre Ф un entorno que constituyo 
una suporficio elemental. De este modo, el estudio «local» 
de cualquier superficie se reduce a la consideración de una 
superficie elemental, 
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2. Superficie regular. 
Represent aiin рее de una superficie 


Do la definición de superficie general so deduċe què 
para cada punto de la misma existe un entorno que 
constituye una superficie elemental. 

Una superficie Ф se llamará regular (k veces diforen- 
ciable) si para todo punto de esta suporlicio existe un 
ontorno que admite una parametrización regular, o sea, 
puede ser representado por unas ecuaciones en forma para- 
métrica 


ж = | (и. 0). y= fa (u, o), 3 = fa (и, v), 


donde fıs fa y f, son unas funcionos regulares (k veces 
continuamente diferonciables) definidas en una región 
elemental G del plano uv. Siendo k = 1, la superficie во 
denomina suave. 

Una superficie se llama analítica si admite una para- 
motrización analítica (fı, fs y fa son funciones analíticas) 
en un entorno suficientemento pequeño de cada uno de 
sus puntos, 

En lo sucesivo consideraremos superficies regulares 
exclusivamente. 

Según la definición, una superficie regular puodo ser 
roprosentada en un entorno de cada uno de sus puntos 
por las ecuaciones en forma paramétrica 


2=x(40) руби o), z= z (u v) 


donde z (u, 1), y (и, v) y z (u, v) son unas funciones ro- 
gulares do las variables u y v definidas en una región 
С del plano ир. De un modo natural se plantea la cues- 
tión: ¿cuándo el sistema de igualdades 


z= z(u, v), y =y (u, 0), 2=2(u, и), 


donde z (u, v), y (u, v) y z (u, v) son unas funciones re- 
gulares еп una región С del plano uv, determina una 
superficie? Еп muchos casos la respuesta se obtiene del 
teorema siguiente. 

Teorema. Si x (и, v), y (u, v) y z (и, v) son unas fun- 
ciones regulares en una región G del plano uv tales que el 
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E Yu E) 

Lo Yo Ze 

es igual а dos en todo punto de С, entonces el sistema de 
igualdades 


=2(u, 0), y = y(u, 0), z= z (u, v) 


define una superficie Ф. Esta superficie es la imagen de la 
superficie simple G que se obtiene por la aplicación local- 
mente topológica que asocia al punto (и, v) de la región 
Gel punto del espacio con las coordenadas z (и, v), y (u, v) 
y (и, 0). 

Es obvio que en este teorema requiero demostración 
sólo la afirmación de que la aplicación indicada es local- 
monte inyectiva. Demostremos esto. 

Supongamos que la afirmación os falsa; entonces exi 
te un punto (to, ш) de la región G tal que en cualquier 
entorno suyo, por pequeño que sea, se pueden soñalar 
dos puntos distintos (ra, оз) y (tts, р) tales quo 
E (и, vi) — 2 (Un 04) = 0, y (Us, 0) — Y (Uy, 09) = 0, 


# (ш, Vi) — 2 (из, 09) = 0. 


rango de la matris 


Tenemos 
(и 01) —2 (из, 09) = (2 (ш ш) —2 (Uy, 09) + 
+(т(шщ, va)— 2 (tis, 03) = 

= (Va — Va) ль (ш, 01) (ша иу) Zu (Di, va) = 0. 
Análogamente, 
Y (Us, л) —y (из, Do) = 

= (Vi — Va) Yo (ш, Da) + (Uy — ш) Yu (0%, 09) =0, 
2 (Uy, vi) —2 (Ue, №) = 

= (Dr — Va) Zo (ш, 0з) -+ (Uy — 2) 2, (03, р;) =0. 


Tonierido'en cuenta que и, — uz y vı — р, no so anulan 
simultáneamente, de las tres igualdades obtenidas dedu- 
cimosque el rango de la matriz 


E (Ois Da) Yu(Oz, Va) 2, (0, н) 
Zo (Uy, Oa) фоб, de) zo (ш, бу), 
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es menor que dos, o sea, que son iguales a сего sus deter- 
minantes de segundo orden. Debido а la continuidad de 
las funciones Zu, Ze» ..., Ze, de aquí so deduce que 
todos los determinantes de segundo orden de la matriz 


ra) 
Lo Yo % 
son iguales a cero on el punto (uo, Vo), o sea, el rango de 
la matriz es menor que dos. Llegamos a una contradic- 
ción. Hemos demostrado la proposición. 

Con una selección adecuada de los ojes de coordenadas 


z, y y z, algunos superficies admiten la parametrización 
de toda la superficie en forma 


теш y=0, z= f(u 0), 


donde f (и, v) es una función definida en una rogión G 
del plano uv. Las ecuaciones de esta emperficia pueden 
reprosontarse en forma equivalente z = f (z, y). 

Este tipo de parametrización de la superficie so carac- 
teriza por su claridad. La correspondencia entro los pun- 
tos de Ja superficie у los puntos do la región del plano 
ху se obtiene proyectando mediante rectas paralelas al 
ejo з. 

Diremos que una superficie Ф viene definida implici- 
tamente por la ecuación 


pæ у 2) = 0 


entendiendo con ello exclusivamente que las coordenadas 
de los puntos de la superficie satisfacen la ecuación dada, 
con la particularidad де que pueden existir puntos dol 
espacio quo satisfagan la ecuación dada y no portonezcan 
a la superficie Ф. 

En el estudio de las superficies definidas por la ecua- 
ción Ф (z, y, 2) = 0 desompeña un papel importanto el 
teorema siguiente. 

Teorema. Sea Ф (=, y, 2) una función regular de las 
variables z, y y z. Sea М el conjunto de los puntos del espacio 
que satisfacen la ecuación Ф (х, y, z) = 0 y sea (то. Yo, 20) 
un punto de este conjunto en el que р; + фа + Ф? Æ 0. 
Entonces el punto (те, Yo: те) Posee un ento: nu tal que lodos 
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los puntos del conjunto М pertenecientes a él forman una 
superficie elemental regular. 

Demostración. Supongamos, para concretar, que 
q. + 0 en el punto (Za, Yo, 20). Según el teorema de las 
funciones implícitas, existen unos números б y e, mayores 
que cero, y una función regular % (т. y), definida en la 
región |z — zo | <ô е |у — ya |< $, tales que todos 
los puntos (z, y, p (2, y), |£ — Zo | < 8. [у — yo | < 
< 8, satisfacen la ecuación q (=, y, 2) = 0 y, adomás, 
con estos puntos se agotan los puntos del paralelepípedo 
|т—%|<8, [у — у 1< 5, l2—z|<e que sa- 
tisfacen la ecuación q (z, y, 2) = 0. La superficie ele- 
mental de la que trata el teorema viene definida por la 
ecuación 


z= Ņ (z, y), [2-2 1<85, |y — y l< ô. 
Hemos demostrado el teorema. 


§ 3. Parametrizaciones especiales 
de una superficie 


Toda superficie regular en un entorno de cada uno de 
sus puntos admite un conjunto infinito de parametrizacio- 
nes. 


En efecto, sea 
z=2(4, v), y =y (u, 0), z= z(u, 0) 
alguna parametrización de la superficie en un entorno 
del punto О (uo, vo). 
1 Ф (а, В) y y (о. В) son nnas funciones regulares 
arbitrarias que satisfacen en el punto (ap, Po) las condi- 
ciones 


по (o, В), о (00, Bo). | lo, 
entonces las ecuaciones 
z = z (p (0, В), p (a, P)), 
= у. (Ф (а, В). p (a B), 
z =z (р (а, В), Ф (0. B) 
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también ofrecen una parametrización regular de la super- 
ficie. Esto se deduce de un modo evidente de que las 
fórmulas 

u = ф(а, В) y v = %® (æ, В) 


definen una aplicación topolégica de un entorno suficien- 
temente pequeño del punto (а, № del plano af on 
un entorno del punto (to, vo) del plano uv. 

Al estudiar las superficies regulares, resulta a veces 
útil valerso de parametrizaciones especiales. Considere- 
mos las más usuales de éstas. 

Teorema. Sean O una superficie regular y 


z= z(u, v), y =y (u, v), z= z (w, v) 
una parametrización regular suya en un entorno del punto 
Р, Supongamos que en el punto P es 
2. Yu 
To Yo 


Entonces en un entorno del punto Р la superficie Ф puede 
ser representada por la ecuación 


2 = f (z, y), 


donde f es una función regular, 

Demostración. Según el teorema de las funciones impli- 
citas, existen unas funciones regulares u (z, y) y v (z, y) 
que introducidas en las ecuaciones т = z (u, v) e y = 
== y (u, v) convierten estas últimas en identidades, 


#0. 


Puesto que 
Tu ee од 
Zo иш | ` 
resulta que 
Us Vz 


Introduciendo unos parámetros nuevos о y В mediante 
las fórmulas 


u=u(u B) y v=v(a В). 
obtenemos 


== у= В. z=2(u(a В), v(a, ф)) 
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o, que es lo mismo, 
в = f (z, y). 


Hemos demostrado el teorema. 

Teorema. Sea Ф una superficie regular y sea u y v 
una parametrización regular suya. Supongamos que en 
un entorno de un punto (ug, V) se dan dos ecuaciones dife- 

А, (и, v) ди В, (и, v) dv 


renciales 
Аби, 0) du+ В, (и, о) 0, | ө 
cuyos coeficientes satisfacen en el punto (us, vs) la condición 
A B, 
А А, 


Entonces la superficie Ф puede ser parametrizada en un 
entorno de este punto de modo que las líneas coordenadas 
sean las curvas integrales de las ecuaciones (+). 

Demostración. Podemos aceptar, sin perder generali- 
dad, que А, 0 y B, = 0. Sea v = ọ (a, u) la solución 
de la primera de las ecuaciones (+) que para и == uy es 
igual a æ y sea и =p (В, v) la solución de la segunda 
ecuación que para о = у, es igual a В. Las ecuaciones 
v= p (æ, и) y и = № (P, v) en un entorno del punto 
(шо, Vo) pueden resolverse respecto а æ y В, respectiva- 
mente, ya que 


#0. 


92-1560 раа и =н, 


Raio рага v= vy 
Sean а = а (и, v) у P = P (u, v) estas soluciones. 
Mostremos que 
Lu Bu 
а. Po 
Puesto que а (и, v) = const os la integral de la pri- 
mera ecuación (+), las ecuaciones 


Ауди + Budo =0 y an du + ando =0 


#0. 
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resultan compatibles; de aquí que 


Análogamento 


Si suponemos que 
оц а, 
| к 
obtendremos inmediatamente que 
Ay В 
A: B, 
lo cual es imposible. Luego, 


|=o 


В. Po 
De aquí se deduce que о (и, v) 1 В (и, v) pueden to- 
marse como nuevos parámetros en la superficie. Si pro- 
cedemos así, las líneas coordenadas (а = const y В = 
= const) serán curvas integrales de las ecuaciones (+). 

Hemos demostrado el Leorema. 

Nota. El sistema de ecuaciones (+) que figura en el 
enunciado del teorema suele darse con frecuencia median- 
to una sola ecuación de segundo orden 

A du? + 2B du do + С аз = 0. 
La condición respectiva que so impone a los coeficientes 
so reduce a la dosignaldad 


АС — В < 0. 


$ 4. Puntos singulares 
sobre una superficie regular 
Un punto Р de una superficie regular se denomina 
regular respecto al grado de regularidad К dado si en 
un entorno de este punto la superficie admite una para- 
metrización k veces diferenciable 


z= z(u, v), y = (u, v), z= z (u, v) 
10209 
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que satisface la condición: el rango de la matriz 
(> Yu 2) 
Zo Yo 25 
es igual a dos en el punto P. En el caso contrario, el 
unto P se denomina singular. Una línea sobre la super- 
ісіө se denomina línea singular si todos los puntos de 
la misma son singulares. 

Para las superficies, el estudio de los puntos singula- 
res representa un problema más complicado que en el 
caso de las curvas. Nos limitaremos al análisis de los 
casos más sencillos. 

Sea 

z= z(u, v), y = y (u, v), z= z(u, v) 
una parametrización rogular de la superficie en un entor- 
no de un punto Q, Supongamos que el rango de la matriz 
(е Yu 3 
To Yo Zo 
es igual a dos en todo el entorno del punto Q salvo el 
propio punto Q en el cual el rango es menor que dos. 
plearemos para la ecuación de la superficie la 
notación vectorial r = v (u, v), dondo ^ (и, v) = 
= z (u, v) e, + y (u, v) €, + 2(u, 0) ез (е„ е, y ез 
son los vectores unitarios dirigidos según los ejes т, y y 
z). Entonces la condición de que el rango de la matriz 
mencionada es igual a dos o es menor que dos se reduce 
a que т, X 400 7, X т, = 0, respectivamente. 
Consideremos la función vectorial 
тахте А 
E= тахт" ө 
Se comprueba directamente que ella es invariante гезрес- 
to a las transformaciones «de coordenadas con jacobiano 
mayor que cero. Si el jacobiano es menor que cero, la 
función cambia de signo solamente. 

Un punto Q de una superficie será desde luego singular 
si Ep nó tiende hacia un límite determinado cuando Р —> О. 
En efecto, зі Q es un punto regular, en un entorno del 
mismo se puede introducir una parametrización (а, В) 
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regular tal que 7, X rg=*0 en el punto Q y, por consi- 
guiente para P > Q 

затв 4. тить 

Гтахтв] Т те 
tiende a un límite determinado. 

Adelantándonos un Зоо, observemos que (и, a 
es el vector unitario de la normal a la superficie en el 
punto Р. La normal а la superficie se define indepondien- 
temente de cualquier parametrización concreta de la 
superficie. Si О os un punto regular de la superficio, la 
normal a la superficie en un entorno de esto punto depen- 
de continuamente de la posición del punto y, por consi- 
guiente, cuando Р = Q el vector unitario Ep (и, v) tion- 
de a un límito determinado que es el vector unitario de la 
normal a la superficie en el punto Q. 

Ejemplo. El punto (0, 0) de la superficie 


1 
zaw, y=, 2=(u40)* 

(fig. 25) es un punto singular. Es fácil ver que E (u, v) 

no tiende a ningún límite determinado cuando u y v 

tienden a cero arbitrariamente, 

Supongamos ahora que Ep tiende hacia un límite de- 
terminado Eg cuando P— Q. Entoncos el criterio que 
acabamos de exponer no da respuesta a la pregunta de si 
el punto Q es singular o regular. 

Sean uy y Vo las coordonadas curvilíneas del punto 
©. Tomemos en el plano uv un contorno simple pequeño y 
que envuelve el punto (to, Vvo). Sea y el contorno que le 
corresponde sobre la superficie, Proyectomos el contorno 
y sobre el plano о que pasa por el punto Q y que es per- 
pendicular al vector Eq. 

El punto 0 será desdo luego un punto singular зі la 
proyección ү del contorno y sobre el plano с no envuelve 
el punto Q o lo envuelve más de una vez, 

Supongamos que la afirmación es falsa y que 0 es un 
punto regular. Entonces la superficie admite una para- 
metrizoción r = r (æ, В) que satisface en Q la condición 
Ta X тв 52 0 de donde se deduce que ra y ra son vecto- 
тез no paralelos y distintos de cero. 
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Fig. 25 


Sea а= a + Ẹ (t) y В = В. +n() la ecuación 
del contorno y. Entonces el contorno en el plano о dado 
por la ecuación 


r = r (Q) + E (i) ть (0) + n (0) ro (0) 
difiere poco de y. Pero como este contorno se obtiene 
de y mediante una transformación afín, resulta que él, 
y por ende el contorno y, envuelve el punto Q de la misma 
forma que el contorno y envuelve el punto (ш, Po), 
O sea, una vez. 
Ejemplo. El punto (0, 0) de la suporficie 
z=u — i, y = 2uv, z= u’ 
(fig. 26) es singular. Al recorrer la circunferencia y dada 
por la ecuación u? -+ v? = e*, el punto correspondiente de 
+ recorre dos veces la circunferencia 2° + y? =.e%. Es 
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Fig. 27 


decir, Y envuelve dos veces el punto (0, 0). 
Ejemplo. Todos los puntos de la superficie 
тещ у=, 2-0 
situados on el eje = (v = 0) son singulares (fig. 27). Aquí 
el plano о es el plano zy. El contorno y de la circunferen- 
cia correspondiente y dada por la ecuación (z — а)? + 
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+ y? = в? se encuentra íntegramente en el semiplano 
у 220 (ya que y = 0?) y, por consiguiente, no envuelve 
ni una sola voz ningún punto 0 (a. 0) del eje z. 

Una línea singular del tipo considerado en este ejem- 
plo se denomina arista de retroceso de la superficie. Todo 
plano perpendicular a la arista de retroceso corta la 
superficie a lo largo de una curva para la cual el punto 
de la arista de retroceso es un punto singular; a saber, 
es un punto do retroceso. En el ejemplo considerado estas 
secciones representan parábolas semicúbicas. 

Para concluir, diremos unas palabras sobre los pun- 
tos singulares de la superficie dada por la ecuación 
Ф (2, y, 2) = 

Soñalemos, ante todo, que los puntos singulares de la 
superficie”: 'sólo pueden ser aquellos en los cuales Фф, = 

= Py = ф, = 0. En efecto, si en el punto 0 de la super- 
ficie una de las derivadas parciales, digamos q., es distin- 
ta de cero, la superficie admite en un entorno de 0 una 
parametrización regular de tipo 2 =p (z, y), de donde 
rosulta que Q es un punto тейит, o 

Supongamos quo Ф, = Фу = Ф, = 0 еп el punto 
Q (ху, уо, 20) de la superficie. Desarrollando la función 
Фф por la fórmula de Taylor en un entorno del punto 0. 
obtenemos 


аң (2 — T0)? + ase (Y — y0)? + ass (2—25)? A- 
+2as (ж — ж) (y — Yo) + 2а+ (z — zo) (2 — 20) + 
+ 2an (у — yo) (2— 20) + R = 0. 


Resulta que si la forma cuadrática Уа; у es dofinida, 
o sea, ве anula sólo si todos los E, son iguales a cero, 
entonces en un entorno suficientemente pequeño del 
punto (20, Yo, 20) no existe otro punto del espacio, salvo 
el propio punto (tp, Yo: ža), que satisfaga la ecuación 
q (т, y, з) = 0. Por esto la superficie Ф no puede repre- 
sentarse por la ecuación ф = 0 en un entorno del punto Q. 

Nota. Frecuentemente se entiende por una superficie 
definida mediante la ecuación Ф (z, y, 2) = 0 el lugar 
geométrico de los puntos del espacio que satisfacen la 
ecuación р == 0. Dada esta definición de superficie, en 
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Fig. 28 


el caso que acabamos de considerar el punto se donomina 
punto singular aislado. 

Ejemplo. El lugar geométrico de los puntos que satisfa- 
cen la ecuación (2? + y? + 22) (1 — 22 — у? — 2°) = 0 
consta de la esfora z? + y? + 2% = 1 у del punto (0, 0, 0) 
que es un punto aislado de este lugar geométrico. 

Si la forma cuadrática >a,yE¡E, es indefinida pero 
no se descompone on ol producto de dos formas Jinealos, 
el lugar geométrico de los puntos del ospacio que satis- 
facen la ecuación Ф (=, y, z) = 0 tiene, en una proximidad 
del punto (ту. Yo: Za) » la forma semejante a un cono de 
segundo orden cuya ecuación es ф(х, y, 2) — R = 0. 
Si la superficie se define como el lugar geométrico de los 
puntos del espacio que satisfacen la ecuación p (т, y, 2)= 
= 0, el punto (Zo, уу, 2,) se denomina punto cónico, 
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Ejemplo. El origen de coordenadas es un punto cónico 
del lugar geométrico formado por los puntos que satis- 
facen la ecuación 


и da (ey) =0 


(fig. 28). 

Si Ја forma cuadrática MayE¡E, se descompone en el 
producto de dos formas lineales, pueden presentarse 
distintos casos. El punto puede resultar singular (por 
ejemplo, el punto (0, 0, 0) de la superficie zy — z* = 
= 0) o ере (por ejemplo, el punto (0, 0, 0) de la 
superficie zy — 22 = 0). En este caso es necesario estu- 
diar los términos posteriores del desarrollo de la función q. 

Las consideraciones de todos los capítulos siguientes 
se refieren únicamente a las regiones de superficies con 
puntos regulares, En particular, para las paramotriza- 
ciones empleadas se Ча por cumplida la condición 
Tu X Ta 5А 0. En lo sucesivo no volveremos a mencionar 
esto de modo especial. 


EJERCICIOS Y PROBLEMAS PARA El CAPITULO Тү 
4.Hallar la ecuación de la superficie formada por las somirroc- 
tas que arrancan del punto (a, b, с) y cortan la parábola 
z= 0, y! = 2pr. 


Respuesta. (bs — ey)? = 2p (в — с) (аз — es). 
E Baar ане д lindes siecanterito al olips ido 


а-да 0. 4 
y con gonoratricos paralelas а la recta z=y = z. 
Respuesta. (= + йу + 9% — 14 (22 + 4y? + 04 — 1) = 0. 
3. Hallar el lugar geométrico formado por las proyecciones 
del centro del elipsoide 


12 A 
FAA 


sobre sus planos tangentes. 
Respuesta, haè 4-5% e (1è 4 у 4- тё}. 
allar la ecuación do la superficio que se obtiene al girar 
la curva 
z = q (u), == (u), y = 0 
alrededor del eje z. 
Respuesta. z= q (u) cos v, y == (u) зеп v, z = y (u). 
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5. La recta g se desplaza en el espacio de modo que se cumplen 
las condiciones siguientes: 

a) la recta siempre forma un ángulo recto соп el eje z; 

Ъ) el punto de intorsocción de la recta g y del eje z se desplaza 
uniformemente con una velocidad a; 

с) la recta gira unitórmemente alrededor del eje z con una 
volocidad angular о, 

Hallar la ecuación de la superficie que describe en su movi- 
miento Ја recta g. 

Respuesta. z == о сов ош, у = озеп ou, з = аш. 

arpi u es ol tiempo y v es la distancia del punto de la super- 
ficie al eje z. Esta superficie se denomina superficio helicoidal 
simplo о helicolde. 

6. Tros familias do superficies vienen dadas por las ecuaciónes 


ple. у, з} = и = const, 
Y lx, y, 2) = v = const, 
qx и, 2) = w = const. 


Domostrar quo si on с punto (ту, уе, ze) ol jacobiano 


Dip t 0 o, 
(e, y, ©) á 
las tres familias se pueden definir en un entorno do este punto 
mediante la ecuación vectorial 


r= r (u, v, w). 


Las superficies de las diforentes familias se obtienen tomando u = 
= const, y = const y w = const. 

7. Se denomina suporlicio de traslación la superficie que so 
obtiene por un movimiento de traslación de una curva a lo largo 
de otra. Demostrar que toda superficio do traslación puedo ser dada 
por la ecuación 


r= Фф (ш) + Фф (0), 


donde q у їр son dos funciones yoctoriales una de las cuales dependo 
sólo de u y la otra, sólo de v. 

8. Probar que es una superficie de traslación la euporficio 
formada por el lugar geométrico de los puntos medios de los segmen- 
tos cuyos extremos pertonocen а dos curvas dadas. 

9. Hallar la línea singular еп la seudoesfora 


a=wnucoso, y=senusno, 2=cosu+Intg >, 


Respuesta. La línea singular и = Ф es una arista do rotrocoso, 
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ELEMENTOS PRINCIPALES DE SUPERFICIES 
RELACIONADOS CON EL CONCEPTO DE CONTACTO 


$ 1. Plano tangente a una superficie 


Sean Ф una superficie, Р un punto de la misma y æ 
un plano que pasa por el punto P. Tomemos en la supor- 
ficie un punto Q y designemos рог d y h sus distancias al 
punto P y al plano a, respectivamente. 

Diremos que ol plano а es el plano tangente a la supor- 
ficie en el punto Р si el cociente + 0 cnando Q => Р 
(fig. 29). 

Teorema. Una superficie suave D tiene en todo punto 
un plano tangente que es único. Si т = т (и, v) es una para- 
metrización suave de la superficie, entonces el plano tan- 
gente en el punto Р (и, v) es paralelo a los vectores т, (и, v) 
y r, (ш, v). 

Demostración. Supongamos que la superficie Ф tiene 
plano tangente œ en el punto Р (и, v). Sea m el vector 
unitario perpendicular al plano a. La distancia d entre 
el punto Q (и + Ли, v + Ар) y el punto Р (и, v) es igual 
а |r (u+ Au, v+ Av) — r (u, v) |. La distancia del 
punto Q al plano æ es igual a 


| (r (u + Au, v + Av) — r (u, 0) | 


de modo que 
h Urutâuvt. DODES 
a = [r uF Ли, РА) 00, T 


Por definición, 4 —> 0 cuando Au y Av tiondon indepen- 
dientemente a cero. En particular, 


rlut Au, o)—riu Dalo 
Г Fau, 97—70 jT > cunndo Au—> 0, 
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Fig. 29 


Pero 


обади, o) бут _ 


[”(и + Аа, v) (и, v) 
ríu+Au, о) (и, h.n] 
Ки [ru (una 
pon DIOS a ACT 
A 
Es decir, 


ra (u, v) n = 0. 


Puesto que r, (u, v) 40 (ya que ru (и, v) X т, (и, 0) 5 
эв 0), la igualdad т, (и, о) т = 0 es posible sólo si ol 
vector 7, (и, v) es paralelo al plano a. 

Análogamente se demuestra que el vector r, (и, v) 
es también paralelo al plano а y, como los vectores 
Tu (и, v) y 2, (и, v) son distintos de cero y no son parale- 
los (r, (u, о) X т» (и, v) 0), el plano tangente es único 
si es que existe. 

Demostremos ahora la existencia del plano tangente. 
Supongamos que el plano æ es paralelo a los vectores 
т, (и, 0) y т» (и, v). Mostremos que es el plano tangente 
a la superficie өп el punto Р (и, v). 
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Tenemos 
в шди, оа) (a ум! _ 
а Теа рли vF A)r (и, 0) == 
n Lren) Bud (rom) Ауе VREDE] 
Гели тодо ева V Auz Av? | 
Au Av 
B [0 ур рит К" te] 


E > tal 
“Yaaa Y 


donde | в, | y 1 е, | tienden a cero cuando Au, Av —> 0. 
Supongamos que existe una sucesión de pares Au 
y Av convergentes a cero y tales que el valor que les co- 


rrosponde Л. >e >0. De la sucesión de pares Au y Av 


puedo despejarse una sucesión contenida en ella para la 
cual resulten convergentes las razones 
bu А 
уар у Vita 

Sean E y т los valores límites de estas expresiones. Es 
obvio que 2 + n? = 1. Pasando al límite de la razón 
5, sogún la sucesión contenida despejada de los pares Аш 
y Av, obtenemos 


a тым) Era 
а Тет" 


Puesto que (run) = 0, (ran) =0 y rut + ro #0 (ru 
y т» no son paralelos), resulta que + —» 0. Pero esto con- 


tradico a la hipótesis de que todos los valores de + anterio- 
тез al valor límite son mayores que в >0. 

Hemos demostrado completamente el teorema. 

Conociendo la dirección del plano tangente, es fácil 
obtener su ecuación. 

Sea 7 el vector de un punto arbitrario del plano tangen- 
te a la superticio en el punto Р (и, v). Entonces los vecto- 
тез P — r (и, 0), ты (и, 0) y т (и, 1) son paralelos al 
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plano tangente y, por consiguiente, el producto mixto 
de los mismos es igual a cero. De aquí obtenemos la 
ecuación del plano tangente 

(F—=r(u, 0), rulu, 0), relu, 0) 0 


Supongamos que la superficie viene dada por las 
ecuaciones 
z= z(u, v) y =y (u, 0), z= z (и, 0). 


De la ecuación vectorial del plano tangente se deduce que 
la ecuación del plano tangente correspondiente a esta 
forma de representación de la superficie es 


Z—z(u, v) J—y(u, v) Z -z(u v) 
Zulu, v) ш(и, v) Zu (u, 0) 
Tolu, o) Wolu, v) z(u, v) 


La ecuación del plano tangente a la superficie repre- 
sentada por la ecuación z = z (z, y) se obtiene de la 
ecuación que acabamos de encontrar. Basta observar 
que la representación de la superficie mediante la ecuación 
в = z (x, y) es simplemente la denotación abreviada 
de la representación paramétrica 


деш, Y=0, 2=2(u, 0). 


Por eso la ecuación del plano tangente a la superficie 
representada por la ecuación z = z (z, y) será 


Ea у-у 3—2 
1 0 =2.(2,0) |=0, 
0 1 (‚д 
o bien, 


2—1—р(2— 2) —4(0 — у) = 0, 
donde рог р y 4 se han designado las primeras derivadas 
de la función z (z, y). 

Determinemos, por último, la ecuación del plano tan- 
gente рага el caso en el que la superficie viene dada por 
Ја ecuación q (z, y, г) = 0. Sea (z, y, з) un punto de la 
superficie en el que + Ф + Ф150 y за х= 
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= z (u, v), у = y (u, v) y 2 = z (u, v) una paramotriza= 
ción suave de la superficie en entorno de este punto. 
Si ев la ecuación de la superficie introducimos = (и, 0), 
y (u, v) y z (и, г) en lugar de z, y y 2, obtendremos una 
identidad respecto a u y v. Derivando esta identidad, 
obtendremos en el punto (z, y, 2) 


Gata + Puhu + Фи = 0, 
Pato + Фуу» T Фао = 0. 


Considerando estas igualdades como un sistema de ecua- 
ciones para Фу, Py Y Pz Y resol viéndolo, encontramos 


чу w __% 
Yu žu ы Zu] |а Уш] 
Yo 2 se zol | Yo 


En е] caso de la representación paramótrica de la superfi- 
cie, la ecuación del plano tangente es 
Zu Yu 


el Lo Yo 


Teniendo en cuenta la proporción anterior, obtenemos la 
ecuación del plano tangente a la superficie ẹ (т, y, 2) = 0 
en el punto (=, y, 2) 


G — a) ga + Ẹ — Y) Py + 6290. 


Se denomina normal a la superficie en el punto P la 
recta que pasa por el punto P y es perpendicular al pla- 
no tangente en este punto. 

No ofrece dificultad obtener la ecuación de la normal 
una vez encontrada la ecuación del plano tangente para 
10 distintos casos de representación de la superficie; ргоро- 
nemos esto como un ejercicio. 


=0. 


а (а 5] ә 
+9-и|е "|+ E-a 


Yu 
Yo 


ч 
% 


$ 2. Lema sobre la distancia 
de un punto a una superficie. 
Contacto entre una curva y una superficie 
Sean Ф una suporficie y Q un punto arbitrario del 
espacio. Se denomina distancia del punto Q a la superficie 
Ф el extremo inferior de las distancias entre los puntos 
do la superficie y el punto Q. 
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Lema. Sea Ф una superficie suave definida por la ecua- 
ción p(x, y, 2) = 0. Supongamos que en el punto 
о 0 do g de la superficie se tiene ф? + фї-- p 

0. Si Q (х, y, z) es un punto del espacio próximo al 
ando ә pero no perteneciente a la superficie, entonces al 
introducir las coordenadas del punto Q en la ecuación de la 
superficie Ф se obtiene una magnitud ). que tiene el orden 
de la magnitud h, o sea, de la distancia del punto Q a la 


superficie, en el sentido de que la razón 55 tiende a un límite 


determinado distinto de cero cuando el punto Q se aproxima 
tanto como se quiera al punto O pero sin tocar la superficie. 
Demostración. Puesto que el punto O pertenece a la 
жарабоо Ф, existe un е >O tal que todos los puntos 
espacio que distan del punto O a lo sumo en e y que 
satisfacen la ecuación «q (=, y, 2) = 0 pertenecen a la 
superficie Ф. 
Supongamos que el piata Q se encuentra a una distan- 


cia del punto O menor que- . Sea P, una sucesión de pun- 


tos de la superficie cuyas distancias a Q tienden a la 
distancia entre este punto y la superficie Ф. Los puntos 


Р, forman una sucesión acotada (sus distancias a Q son 


menores que 5): рог ево, de la sucesión de puntos P, 


se puede despejar una sucesión convergente contenida en 
ella. Sin perder generalidad, podemos aceptar que la 
propia sucesión Р, converge a un punto Р. Debido a la 
continuidad de la función Ф en el entorno del punto О, 
el punto Р satisface la ecuación Фф (=, y, 2) = 0. De 
aquí resulta que el punto P pertenece a la suporficio Ф. 
De este modo, si el punto Q es suficientemente próximo 
al punto O, el extromo inferior de las distancias entro 
los puntos de la superficie y el punto Q se alcanza en 
un punto P perteneciente a la superficie. 

'emostremos ahora que el segmento РО tiene Іа direc- 
ción de la normal a la superficie en el punto Р. Sea + = 
= r (и, v) una parametrización suave de la superficie 
en el punto Р y sea а el vector del punto 0. Como la 
función (r (и, y — а)? alcanza su mínimo en el punto Р, 
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Fig. 30 


debe ser 
(r — a) ru = 0 y (r — a) r, = 0; 


pero ello significa quo el segmento PQ tiene la dirección 
de Ja normal а la superficie en el punto Р. 

Sean т, у, у 2 las coordenadas del punto Р; E, n y 5 los 
cosenos directores de la normal a la superficie en el punto 
Р; т, y y z las coordenadas del punto Q y В la distancia 
entre los puntos Р y Q (fig. 30). 

Tenemos 


тез, ууата y 2240 
Puesto que el punto P pertenece a la superficie, es 
olt Eh y+nh 2 00) =0. 
De aquí 
Ф (z, y, 2) + (Ф. + Фу + q) + he = 0, 
donde е -» 0 cuando Q —> 0. 


Dividiendo esta igualdad por ћ y pasando al límite 
рага О — О, obtenemos 


LELI (+ + ao 


La expresión que figura en el ndo miembro es 
distinta de cero ya que representa el producto escalar 
de los vectores (E, т, $) y (Фу, Py, Ф:) que son paralelos 
y distintos de cero. 

Hemos demostrado completamente el lema, 

Apliquemos el lema demostrado al problema sobre el 
contacto entre una curva y una superficie. 
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Sean Ф y y una superficie elemental y una curva ele- 
mental que tienen un punto común О. Sea hla distancia 
entre un punto arbitrario @ de la curva y la superficie. 
Diremos que la curva y tiene un contacto de orden п con la 


suporficio Ф si $ -> 0 cuando 0 —» Р. Comprendoremos 


el contacto entre una curva general y una superficie 
general como el contacto entre los entornos elementales 
del punto común. 

Teorema. Sean Ф y y una superficie regular elemental 
y una curva regular que tienen un punto común О. Sea 
Фф (ж, y, 2) = 0 la ecuación de la superficie en un entorno 
del punto O, con la particularidad de que PL. + pì -+ pe 
+0 en este punto y sea z = z (t), y = y (t) y z = 2 (t) 
una parametrización regular de la curva y en un entorno 
del punto O, con la particularidad de que 2'* + у? + 2+5 
Æ 0 en el punto О, Para que la curva y tenga un contacto 
de orden n con la superficie Ф en el punto O es necesario 
y suficiente que para el valor de t correspondiente al punto О 
se cumplan las condiciones 


(200, #(0, 20) =0, 
a qn 
ao 3. 


Demostración. Supongamos que al punto O le corres- 
ponde el válor £ = fọ. Si Q — O, se tiene t— to. 

Según el lema, q (z (2), y (0, 2 (0) es del orden de 
la distancia entre el punto Q y la superficie Ф. En cuanto 
a la distancia entro los puntos Q y O, ésta es de orden 
| £— to | ya que 


pe] 17 (19150. 
Por eso, para que en el punto O haya un contacto de orden 


n entre la curva y y la superficie Ф, es necesario y sufi- 
ciente que рага ¿=> tọ 


Ф(«(0, уш, 500) 
кы ы o, 


Pero esto es posible si, у sólo si, рага £ = tọ so anulan 
la función y (2 (0), y (1), 2 (0) y sus derivadas hasta la 
do orden п. 


30209 
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Hemos demostrado el teorema. 

Ejemplo. Hallomos la esfera osculatriz de una curva, 
o sea, la esfora con la cual la curva tiene un contacto de 
orden tres. 

Sea y = т (s) la parametrización intrínseca de la 
curva. La ecuación de la esfera es 

(ra. = Е, 

donde « es el vector del centro de la езїега у А es el 
radio, Introduciendo + = r (s) en esta ecuación у deri- 
vando, obtenemos sucesivamente: 


(r—a)t=0, 
(r—akv+1=0 
(т-а) у: к= 0, 
de donde 
(еа) 0. 
Es decir, 
(r—a)r=0, 
(r-a)v= -+ y (ra) b=- 
De aquí 


rra (E+ a 


а=тз la- юе. 


§ 3. Paraboloide osculador. 
Clasificación de los puntos de las superficies 


Sean Ф una superficie regular (dos veces continua- 
mento diferenciable) у Р un punto de la misma. Sea U 
un paraboloide de vértice P tangente a la superficie оп 
este punto, Designemos por ћ y d las distancias de un 
punto arbitrario @ de la superficie al paraboloide y al 
punto P, respectivamente (fig. 34). 

Él paraboloide U se denomina paraboloide osculador 
a la superficie en el punto Р si la razón д; —> 0 cuando 
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0-> P. No queda excluido que el paraboloide degenere 
en un cilindro parabólico o en un plano, 

Teorema. En todo punto Р de una superficie Ф regu- 
Lar (dos veces continuamente diferenciable) existe y es único 
el paraboloide osculador que, en particular, puede degenerar 
en un cilindro parabólico o en un plano. 

Demostración. Introduzcamos en el espacio unas Coorde- 
nadas cartesianas rectangulares x, y y z tomando por el 
origen de coordenadas el punto P, por el plano zy el plano 
tangente en el punto Р y por el eje z la normal а este pla- 
no, o sea, la normal a Ја superficie. 

gido de esta forma el sistema de coordenadas, la 
superficie puede ser representada en un entorno del 
punto P mediante la ecuación 


2=2 (2 у), 
dondo z (z, y) es una función dos veces diferenciable on 
un entorno del punto (0, 0). Demostremos esto. 

Sea 1 = r (и, v) una paramotrización dos veces difo- 
renciable de la superficie. Puesto que el vector ru X 7, + 
+0 y tiene la dirección del eje z, resulta que 
Zu Yu 
Zo Yo 
De aquí se deduce, como quedó probado en ol $ 3 del 
capítulo IV, que la superficie puede ser representada on 
un entorno de P mediante la ecuación 


2=2(2, y), 


в" 
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donde = (х, y) es una función dos veces diferenciablo. 
Observemos que z (Ù, 0) = 0, pues el punto Р pertenece 
a la superficie y que Z (0, 0) y z, (0, 0) son iguales a cero 
ya que el plano tangente a Ф en Р, o sea, el plano z = 
= 2, (0, 0) z + 2, (0, 0) y, debe coincidir con el plano 
2=0. 

La ecuación del paraboloide U, incluyendo los casos 
de su degeneración en un cilindro parabólico o en un 
plano, puede ser representada medianle la ecuación de 
tipo 


1 
z—-y (aa? + 2bay + cy?) =0. 
Supongamos que existe el paraboloide osculador on el 
punto P. Mostremos que es único. Sea 
2— 4 (a234 2bay + ey?) =0 


la ocuación del paraboloide osuclador. Sogún el lema del 
parágrafo anterior, al introducir las coordenadas del 
punto Q en la ecuación del paraboloide, se obtiene una 
magnitud A que tiene el orden de la distancia del punto Q 


al paraboloide. Por esto А —>0 cuando Q +2. 
Desarrollando en un entorno del origen de coordenadas 

la función z (z, y) según la fórmula de Taylor, obtenemos 
a(z, y) =$ (124 2вау + ty?) + (4-49) в (2, Y), 


donde соп r, s y £ se han designado las derivadas segundas 
de z y €, (х, у) —>0 cuando т, y — 0. Introduciendo las 
coordenadas т, y y 2 (=, y) del punto Q de la superficie 
en la ecuación del paraboloido, obtenemos 


х= (a) 42 (00) zy 0—0) И) 
Hati) ea Y). 
El cuadrado de la distancia del punto Q al punto P es 


@ = а t y? dla у) = a y (+ y) X 
X є, (т, y), donde e, >O cuando 0 >P. 


Puesto que la razón а tiende а cero cuando теу 
tienden independientemente a cero, ello tendrá lugar 
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también si. por ejemplo, y = 0 y = >0. Pero еп este 


caso 
+ (а) 242% 


Бан 


Aa 
+= 


y. por consiguiente, 2 0 cuando = >0 si, y sólo 
si, a = г. Análogamente se demuestra que с = t. Demos- 
tremos, por último, que b =з. Supongamos соп este 
fin que т e y tienden a cero pero de modo que siempre 
т == y. Entonces 
А (0—6) 224222. 
A 


Фе aquí se ve que la condición %>0 cuando z 0 


implica la igualdad b = s. 

Es dicir, si existe ol paraboloide asculador on el pun- 
to P, es único. Su ecuación respecto al sistema de соогде- 
nadas que hemos escogido será 


2 азу це) =0. t) 


Domostremos ahora que el paraboloide (+) siempro 

os osculador. En efecto, para esto paraboloide se tiene 
х. ea 
A 

cuando ze y —0. 

Hemos demostrado complotamente el teorema. 

La existencia y wnicidad del paraboloide osculador 
permite dar la siguiente clasificación de los puntos de la 
superficie: 

4. Un punto de wna superficio se denomina elfptico 
si el paraboloide osenlador en este punto es un paraboloide 
oúptico (fig. 32. а). 

2. Un punto do una superficie se denomina hiperbólico 
зї el paraboloide oseulador en este punto es un paraboloide 
hiperbólico (fig. 32. b). 

3. Un punto de una superficio se denomina parabólico 
si el paraboloide osenlador en este punto degenera en un 
cilindro parabólico (fig. 32, с). 
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a) 


d) 


c) 


a) 


Fig. 32 


4. Un punto de una superficie se denomina punto pla- 
ho si el paraboloide osculador en este punto degenera 
en un plano (el plano tangente a la superficie) (fig. 32, d). 

Para terminar, señalomos que del mismo modo que el 
plano tangente reproduce en una primera aproximación 
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la forma de la superficie, еп un entorno del punto de tan” 
gencia, el parabolotde osculador la reproduce en una segunda 
aprozimación. 


$ 4. Envolvente de una familia de superficies 
dependientes de uno o dos parámetros 


Sea S (F,) una familia monoparamétrica de super- 
ficios suaves dependientes de un parámetro @. Una super- 
ficie suavo P se denomina envolvente de la familia -S 
si en cada uno de sus puntos es tangente al menos a una 
superficio do la familia y si cualquier porción de la 
misma es tangente а un conjunto infinito de superficies 
de la familia. 

Teorema. Sea dada una familia monoparamétrica 
S {Fa} de superficies suaves 


p(z y, z a) =0, a<a<b, 
donde ф es una función continuamente diferenciable res 
pecto a todos sus argumentos y tal que satisface la condición 


gè + q) + 013€ 0. Entonces, si la superficie suave F es 
Та envolvente de esta familia, se determina por las ecuaciones 


ф(х, y, 2, a) = 0 y ф, (т. р. 2. 0) = 0 


en el sentido de que para todo punto (х, y, 2) de la super- 
ficie Е puede señalarse un valor ог tal que los cuatro valores 
т. y, z y O satisfarán ambas ecuaciones ф = 0 y qa = 0. 
La demostración de este teorema representa en osencia 
una repetición de la demostración del teorema correspon- 
diente para las curvas ($ 5 del capítulo IT); por ово, la 
expondremos sin entrar en detalles. 
Sea P (z. y. 2) un punto arbitrario de la superficie 
Р. Distinguiremos dos casos: 
4. Нау un conjunto infinito de superficies К, 
may +: > do la familia tangentes en el punto P. 
2. Hay un número finito de superficies Fap ... 
+ +. Fan de la familia tangentes on el punto Р. 
Consideremos el primer caso. Sin perder generalidad, 
podemos aceptar que la sucesión de números a, converge 
а un número ш. Puesto que Ф (z, y, 2, aa) = О para 


Р, 
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todo К, se tiene 


Ф (2. у, 2, а) — Ф (Z, y, z, оң) = 
= (аһ — оп) Pa (т, у, z, a*) = 0, 


de donde р (т, y, z, 2%) = 0. Pasando al límite cuando 
k y 100, obtenemos 


Ф (Z, у, 2, 2o) = 0 y Pa (Z, y, з, do) = 0. 


y el teoroma queda demostrado en el primer caso. 

Consideremos el segundo caso. Supongamos que la 
afirmación del teorema os falsa y que, por consiguiente, 
para todo К (k = 1, 2, ..., п) es Pa (Z, y, z, ал) 0. 
Designemos por œk un e-entorno cerrado del punto ог 
y por f una porción pequeña de la superficie Ў que con- 
tiene el punto P. (Entendemos por una porción de la 
superficie una rogión cerrada de la superficie, o son, la 
rogión más su frontera). Si la porción f es suficiontemento 
pequeña у F, es tangente a f, entonces о; pertenece a uno 
de los entornos of. 

Designemos рог ть el conjunto de puntos de f en los 
que son tangentes las superficies F, соп el parámetro ог 
perteneciente a оў. Todo conjunto m, os corrado. Existe 
una porción ў de la superficie contenida en f que respecto 
а cada wno de los conjuntos m, posee la propiedad siguien- 
te: o bien el conjunto m, contiene Fo bien no contiene 
ningún punto de la misma. La porción 7 se construyo 
del mismo modo que el segmento 8 en la demostración 
del teorema correspondiento a las curvas. 

Supongamos que 7 pertenece a rm. Puesto que 
Фа (T, Y, 2, ал) Æ 0, las superficies Р, para las cuales 
ac wk con e suficientemente pequeño pueden ser repre- 
sentadas en un entorno del punto P mediante la ecuación 


Y (zi y 2) = а, 


donde тр es una función continuamente diferenciable quo 
satisfaco la condición эр4 + pi +92 56 0. En la por- 
ción ў la superficie F puede definirse mediante las ecua- 
ciones а = х (u, v), y = у(п, 0), 2 == z(u, ш), dondo 
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z (и, 0), y (и, v) y z (и, v) son funciones continuamente 
diferenciables que satisfacen la condición т, X т, 3 0. 
Designemos por а (и, о) el valor del parámetro a = 
= of que corresponde a la superficie F, tangente а la 
porción 7 en el punto (и, v): 
о (u, v) = р (z (u, v), y (u, v), (и, v)); 


es evidente que æ (u, v) ез una función continuamente 
diforenciable. 
Tenemos 


аһ = Pata + Py Ya F tar 
ар = rto + Pyyn + фә. 


Pero los vectores (Zu, Vus Zu) Y (Zor Vos Zv) SON vectores 
tangentes a la superficie F, el vector (Pa, Py, 1») 08 nor- 
mal a la superficie Р, y las superficies P y Fa son tan- 
gentes, de aquí que %, = 0 y a, = 0. Por consiguiente, 
a = const. 

Es decir, para a ok sólo una smporficio de la fami- 
lia es tangente а la porción 7 y, por consiguiente, оп 
toda la familia hay a lo sumo п superficios de este tipo. 
Pero, según la definición de la envolvente, debe haber 
un conjunto infinito. Llegamos a una contradicción. 
Hemos demostrado el tooroma. 

Sea S {Fap} vna familia biparamétrica de superficies 
suaves. Una suporficie suavo F so denomina envolvente, 
de la familia $ si en cada uno de sus puntos сз tangente 
al menos a una superficie de la familia y si a lo largo de 
toda curva sobre la superficie Ё es tangente a ella un 
conjunto infinito de suporficies de la familia. 

Teorema. Dada una familia biparamétrica de superfi- 
cies 

ple y z a 0) 0. a<a<h c<p<d, 


donde Ф} + p} + 240, la envolvente de la misma se 
determina por las ecuaciones 


ф= 0, Ф, = 0 у фр = 0. 


No daremos la demostración de este teorema уа qué 
no lo emplearemos en la exposición sucesiva. 
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$ 5. Envolvente de una familia de planos 
dependientes de un parámetro 


Analicemos la estructura de una superficie F que ve- 
presenta la envolvento de una familia monoparamétrica 
de planos. 

Consideremos Ja forma vectorial de la ecuación de 
los planos de la familia 


тъ (0) + а (а) = 0 
lo quo corresponde a la denotación escalar 
2b, (о) + yb, (a) + zb, (0) + a (a) = 0. 


Sin perder genoralidad, podemos asumir que el vector b 
es unitario pues siempre podemos dividir la ecuación por 
10 («y1 (b (a) 0). Respecto п la función vectorial 
D (a) y a la función escalar a (aY aceptaremos que son dos 
veces diferenciables у que, además, son distintas de 
cero Б (a) y b” (a). 

La envolvente F satisface las ccnaciones 


mta=0y 0 Ба = 0. 6) 


Para œ fijo estas ecuaciones determinan una rocta 
Za. Es decir, la superfice Р os deserita por la recta ga. 
Consideremos tres planos: 


rb+a=0, rb'+a=0 y тЪ"+а"=0; (+) 


los dos primeros determinan la envolvente. Rospecto a 
estos tres planos pueden hacerse tres hipótesis principales: 

1. Los tres planos (жә) no tienen puntos comunes 
para ningún о. 

2. Los tres planos (es) se cortan en un único punto 5, 
el mismo para todos los œ. 

3. Los tres planos (se) se cortan en un punto 5 (a) 
cuya posición depende substancialmente de а, еп el 
sentido de que siendo 7 (а) el vector del punto S (a), 
se tiene 7 (a) + 0. 

Consideromos el primer caso. Sea т (a) ol vector uni- 
tario de la recta ga. Tenemos 


bn=0, bn=0 y Dn=0. 


ÚS 


PS (a) < 
Е. 
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Derivando las dos primeras igualdades, encontramos 
VUn+bn'=0 y Na+bn'=0. 

De aquí resulta que bn’ = 0 y b'n' = 0. Puesto que, 

ademas, n'n = 0, se tiene n’ 0 y, por consiguiente, т. 

no depende de æ. Es decir, en este caso todas las rectas 

Za Son paralelas y la suporficio F, formada por las rectas 

Bas 08 cilíndrica (fig. 33, a). 

En el segundo caso, las rectas g, pasan por un punto 
fijo (5) del espacio y, por consiguiente, la superfice Р 
F es cónica (fig. 33, b). 

Consideremos, finalmente, el tercer caso. Mostremos 
que en este caso las rectas ga, que forman la superficie F, 
son tangentes a una curva (fig. 33, с). 

Sea * (а) el vector dol punto de intersección de los 
planos (**). Tenemos 


Фр +а=0, 70'4a'=0 y 70"+a"=0. 
Derivando la primera igualdad y restándolo la segun. 
da, obtenemos +"b = 0. Análogamente, do la segunda y 
tercora igualdades enconamos 775" = 0. Do aquí resulta 


que 7’ || (b X 0"). 
Ya que la rocta ga pasa por el punto 5 (0) y es per- 
pondienlar alos vectores Б y ð’, debe sor paralela al vector 
b x 0 117 y ез de estafforma tangento а la curva 
r=7 (a) 

quo describo el punto 5 (о). Esta ситуа se denomina 
arista de retroceso de la superficie. 

. Los. resultados de esto parágrafo pueden resumirse en 
el. teorema siguiente. 

Teorema. La envolvente de una familia monoparamé- 
tricd de planos en los casos principales representa una región 
de una superficie cilíndrica, 0 bien de una superficie cónica, 
o bien de una superfície formada por las tangentes a una 


curva espacial. 
Es fácil comprobar mediante un estudio directo que, 


rocíprocamente, los planos tangentes forman en cada uno 
de estos casos una familia monoparamétrica. Proponemos 
esto como un ejercicio. 
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EJERCICIOS PARA EL CAPITULO Y 
4. Hallar la ecuación del plano tangento al clípacido 
ENE 
Cat br 
on el punto (+ уу). 
Respuesta, =P 


2. Hallar la ecuación del plano tangente а la езіога 
z= a 008 v sen u, у = а CoS v COS ш, 2 =230n v 
ей ol punto (a, 0, 0). 
ершш: = — а = 0. 
'robar que todos los planos tangentes a la superficie dofi- 


nida por la ecuación 
(2) 


pasan por el origen de coordenadas. 
4, Probar que las superficies 


фи ато афифа уати = 


зо cortan formando ángulo recto. 
5, Probar quo las normales a la superficie 


ж = q (u) совр, у = ф (и) sen v, z= y (и) 


пона àr eje з. 
6. Hallar la superficie formada por las normales а la superficie 


у= т\з 
trazadas en Jos puntos de la rocta 
yaa а=. 


Аерата Un paraboloido biperbólico. 
allar өп el punto. (0,0, с) la ecuación del parabolvide oscu- 
lador al elipsoide dado en ol, р 1. 


Respuesta. 2 = с (1 -4 (5+ 2) 
8. Estudiar el carácter de los puntos (olípticos, Biporbólicos, 
porabólicos, planos) en las superficies do зы ndo orden. 
9. Hallar la posición de) contro y el radio de la esfera oscula- 


triz a la hélice 
z 


en el punto (a, 0, 0). 
Respuesta. El centro en (— £o, 0) y el radio igual a +Ë. 
10. Hallar la envolvente do la familia de esferas 
а а-и 1. 
Respuesta. El cilindro + ê= 1. 


а соз і, у = a sen ё, z= Ы 
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11. Hallar la envolvente de la familia de planos que forman en 
el ángulo de coordenadas z, y, z >O totraedros de volumen cons- 
tante. 

Respuesta, zyz = const. 


PROBLEMAS Y TEOREMAS PARA EL CAPITULO Y 


1. Demostrar que si una superficie suave Ф y un plano æ tio- 
пеп sólo un punto común Р, el plano es el plano tangente a la su- 


perficie on el punto Р. 
2. Domostrar que Son paralelos a una recta los planos tangen- 


tes a la superiicio de traslación 
r=U()+Y() 
trazados en los puntos de cualquier curva de traslación (las líneas 
onst у р = const). 
Domostrar que las familias de elipsoidos o de hiporboloides 
do una o des hojas cofocales determinadas por lus cenaciones 


se cortan formando áni . 

4. Demostrar que si una superficie ов tangente a un plano а 
lo Jargo de una línea, todo punto de esta inea es un punto parabólico 
o un punto plano. 

5, Soan Ф una superficie, P un punto de la misma y a el plano 
tangonto en el punto Р. Demostrar que 

1) si el punto Р os elíptico, todos los puntos de la superficie Ф 
suficiontemente próximos а Р se encuentran a un lado del plano a; 

2) si el punto Р es hiperbólico, podrán encontrarse puntos de 
Ја superficie tan próximos а P como se quiera situados a distintos 
lados del plano a; 

3) si el punto Р es parabólico o plano, puedon darso ambos 
casos (citar ejemplos). o 

6. Demostrar quo la transformación proyectiva (afín, on par- 
ticular) conserva la propiedad de un punto de ser punto elíptico, 
hiporbólico о plano. 

7. Domostrar que la curva y sobre una superficie es plana si 
todas sus puntos son planos. 

8. Diremos ¿qe па curva, es esférica si todos sus puntos per- 
tenecen a una osfera. 

Sea 


т=т(@ 


una curva y sea Р (tp) un punto cualquiera йо la misma. Para quo 
curva soa esférica es necesario y suficiente que la curva defi- 
vida por la ecuación 

т (to), 


00) 


| LONGITUD DE ОНА CURVA 12 


espacio 

ж' == фу (2, у, 2) Y == a (д, у, 2), Ж == фа la, Y 2), 
dondo qu pa y qa son unas funciones analíticas con el jacobiano 
distinto de cero, conserva la propiedad de una curva y de una supor- 
Licio de toner un contacto de ordon dado. 

12, Demostrar que si el borde do una superficio pertenece a un 
plano, osta superficie es una región de este plano о la superficie 
tiene puntos elípticos. 

Domostrar que toda superficie cerrada tiene puntos elípticos. 

13. Demostrar que la recta pertenece íntegramente а la super- 
licio de segundo grado si la recta tiene un contacto йо orden dos 
con la suporficio. 

14. Demostrar quo no tiono envolvente la familia de superfi- 
cios delinidus por las ecuaciones 


p y 2) = 0, 


donde q os una función regular de las variablos z, y уз. 
15. Domostrar que la guporficie es una superficie de rovolu 
vión ві todas las normales a lo misma cortan una recta detorminada 
16. Demostrar que la superficie es una esfera о úna región do 
una esfera si las normales a la misma pasan por un mismo punto. 


CAPITULO VI 


PRIMERA FORMA CUADRATICA 
DE UNA SUPERFICIE Y CUESTIONES ADJUNTAS 
DE LA TEORIA DE SUPERFICI] 


Sean Ф una superficie regular, т = 2 (и, v) alguna 
paramotrización regular de la misma y n el vector unita- 
rio de la normal a la superficie en el punto (и, v). 

En la teoría de superficies desempeñan un papel im- 
portante tres formas cuadráticas ligadas a la superficie: 


dr, —drdn y Фл. 
La primera forma cuadrática 7 = dr? es definida po- 


sitiva ya que no Loma valores negativos y so anula sólo 
para du = dv = 0. En efecto, si d. 0, entonces dr = 
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=YP,du+rY,dv=0. Pero como r, X т, 70, esto es 
posible sólo si du = dv = 0. 

Para los coeficientes de la primera forma cuadrática 
de la superficie emplearemos las designaciones: rá = E, 
TuT, = F y r} = б. Es decir, 


I= dr? = (r, du то 42 (тит) du do 
фта E du? +28 dudo+-G дл. 


En este capítulo consideraremos algunas cuestionos 
de la teoría de superficies ligadas а la primora forma cua- 
атаса. 


$ 1. Longitud de una curva sobre una superficie 


Consideremos una superficie simplo Ф y una curva y 
que so encuentra sobre ella. Sean Ро un punto común 
de la superficie y de la curva, т = т (u, v) alguna para- 
motrización do la superficie en un entorno del punto 
Py y т=т (l) alguna paramotrización de la curva en 
un ontorno de este punto. Supongamos que ио, Vo Y to 
sou 108 йоне до los parámetros correspondientes al 
punto Ру. 

Siendo ё suficientemente pequeño, todo punto P (t) 
de la curva con |? — tọ | < ô portenece al entorno para- 
rotrizado del punto Р» de la superficie. Por consiguien- 
te, a todo punto Р (t) le corresponden univocamente los 
valores и (t) y о (t) de modo дио т (0) =^ (и (t), v (£). 
Donominaremos ocuaciones de la curva sobre la super- 
ficio a las igualdades и = и (t), v = v (1). 

Soan Ф una superlicie regular y y una curva regular 
sobre ella. Sean r ==» (и, v) y = 2 (t) sus parametriza- 
ciones regulares en un entorno del punto Po que cumplen 
las condiciones habituales т, X т, = 0 y r?(t) 5 0. 
Entonces, las funciones и (£) y v (t), que figuran en las 
ecuaciones de la curva sobre la superficie 


u=u() v=v (i), 


son funciones regulares y, además, и’? (t) + v? (0) + 0. 
Para demostrar esta afirmación basta aplicar el 
teorema de las funciones -implícitas al sistema de ecua- 
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ciones 

æ (t) = z (uy v), y (ë) = y (u, 0), 2() = z(u; v) 
respecto a las cuales se conoce de antemano que las fun+ 
ciones u (4) y v (1) las satisfacen. 

Sean ahora Ф nna superficie general y y una curva 
general. Por definición, la: superficie Ф es la imagen 
obtenida por wna aplicación localmente topológica Ф 
de uva superficie Ф en el espacio. Diremos que Ја спгуа 
y во encuentra sobre la superficie Ф si еп 1а superficie Ф 
existo una curva Y cuya imagen por la aplicación ф es 1а 
сш 


rva 7, 

De ello se dednce que si r= r (и, v) es una parametri- 
zación de la superficie Ф en un entorno dèl punto q (Р) 
y r=r (1) ев una parametrización de la curva en un 
entorno de este punto, entonces existen unas funciones 
u = u (t) y v = v (t) que satisfacen la igualdad r (t) == 
= p (u (t), v (1)). Es decir, toda curva sobre la superficie 
siempre puede ser dada en un entorno de cada uno desus 
puntos mediante las igualdades u = u (t), v = v (1), con 
la particularidad de que las funciones u (t) y v(t) son 
regulares si la superficie y la curva lo son. 

Consideremos la longitud do una curva sobro una 
superficie. Sea Ф una superficie regular у = т (u, 0) 
una parametrización regular de la misma. Sea y una 
curva regular sobre la superficie dada por las ecuaciones 
u = u (t), v = v (t). Hallemos la expresión de la longi- 
tud de nreo del segmento de la curva con extremos on Jos 
puntos 2 (6) у P (9). 

Tenemos 


‹ f 
a (to, 1) = firra ооо: 
lo 


= .0)|= үт, 
д „е »)| ip 1. 


жр, 


donde 7 es la primera forma cuadrática de la superficie. 

Como vemos, para medir las longitudes de las curvas 
sobro Ja superficie es suficiente conocer Ja primera forma 
cuadrática do la superficie, Debido a ello зе dice que la 


20209 
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primera forma cuadrática determina la métrica de la 
superficie y esta forma suele denominarse con frecuencia 
elemento lineal de la superficie. 

La primera forma cuadrática no determina la super- 
ficie unívocamente. Es fácil citar ejemplos de distintas 
superficies que, con una parametrización adecuada, tengan 
idénticas las formas cuadráticas. Pero, hablando en tér- 
minos generales, tomadas arbitrariamente dos superficies, 
no existen parametrizacionos para las cuales coincidan 
las primeras formas cuadráticas. Volveremos a tratar este 
problema más adelante. 


$ 2. Angulo entre curvas sobre una superficie 


Introduzcamos el concepto do dirección sobro la supor- 
ficie. Denominaremos dirección (du : dv) sobre la superfi- 
сіе Ф, dada рог la conación т =т (и, v), a la dirección 
del vector dr = т, дит, dv. А veces designaremos esta 
dirección simplemente por (d). 

Denominaremos ángulo entre las direcciones (du : dv) 
y (би: ôv) el ángulo que forman los vectores 


dr=r,du+r,do y ôr=r, ôu + r, ôv. 
Hallemos la expresión para el ángulo de las direccio- 


nes (d) y (8). 


Tenemos 

dr.ôr = | dr | | ôr | сов Ф, 

dr? = E du? + 2F du dv + G d? = I (d), 

бта = E бий + 2F би ôv + G ôv? = I (8), 

drôr = E du би + F (du бо + dv би) + Gdvbv=J (0,8). 
De aquí obtenemos рага cos $ la siguiente expresión: 
1(4, 6) 

утат) * 
Diromos que la curva y sobre la superficio definida 

por la ecuación 7:=т'(и, v) tiene en el punto (u,v) 


la dirección (du : du) si el vector dr=+r, du+r, do ез 
el vector tangente a la curva en este punto. 


созд = 
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Si la curva sobre la superficie viene dada рог las 
ecuaciones и = и (tł), v = v (t), entonces en el punto 
(ш (t), v (0) tiene la dirección (u' (t) : 0 (1). 

'Si dos curvas y у y sobre la superficie Ф tienen ol 
punto común (и, р) se denomina ángulo de estas curvas 
оп el punto (и, v) el ángulo de sus direcciones en dicho 
punto. Es decir, el ángulo de las curvas sobre la superfi- 
cie es el ángulo que forman las tangentes a las curvas; 
por consiguiente, no depende de la parametrización de 
la superficie ni de la parametrización de la curva. 

Ejemplo. Las líneas coordenadas sobre la superficio 
las líneas и == const y las líneas v=const) tienen las 

irecciones (0 : dv) y (би : 0). Pos esto, para el ángulo de 
las líneas coordenadas obtenemos la expresión 
РЕ доди 


ca Ж. 
ost = TFA ут Y TE" 


De aquí se deduce que la red de coordenadas sobre la 
superficie es ortogonal (o sea, las líneas coordenadas se 
cortan en ángulo recto) si, y sólo si, Е == 0. 

Supongamos dada en un entorno del punto (to, vo) 
de la superficie regular Ф una familia de curvas sobre Ja 
superficie definidas mediante la ecuación Ф (и, v) = 
= const siendo p} + p3 52 0 en el punto (uo, оо). Cons- 
truyamos otra familia de curvás ortogonal a la primera. 
Con este fin hallemos la ecuación diferencial do las líneas 
de la segunda familia aceptando que existe esta familia. 

La dirección de la línoa de la primora familia en el 
punto (и, о) es (po : —Qu). Si designamos por (du : dv) 
la dirección de la línea de la segunda familia en este 
punto, la condición de ortogonalidad de estas direcciones 
será 

Еф, du + F (9 do) — qu du) — бф„ de = 0, 
о sea, 
(Eq, — Fqu) du + (Рф, — Gqu) de = 0. Ы) 
Esta es precisamente la ecuación diferencial de las líneas 
de la segunda familia. 

Teorema. En un entorno de todo punto de la superficie 

se puede introducir una parametrización ortogonal regular 
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con la particularidad de que una familia de líneas coorde- 
nadas se puede escoger arbitrariamente 

En efecto, sea ф (и, v) = const una familia do curvas 
sobro la superficio y sea q (и. г) una función regular 
que satisface la condición qa + 92 == 0. Consideremos 
dos ecuaciones diferenciales 

Qu du + qa dv = 0, 
(Еф, — Еф.) du + (Еф. — би) de = 0. 

Las curvas integrales de la primera ecuación son las cur- 
vas de la familia dada mientras que las curvas integralos 
de la segunda ecuación represontan sus trayectorias 
ortogonales. 

Según el $ 3 del capítulo ТУ, la superficie puede para- 
metrizarso de modo que las curvas indicadas constituyan 
las líneas coordenadas ya que 


Еф, — Еф, Рф —GQu 
Ф. Po 


debido a que la primera forma cuadrática os definida. 
Hemos domostrado el teorema. 


= En —2F Quo + Gi 0 


$3. Area de una superficie 


Sea P una superficie suave y sea G una región de la 
misma limitada por un número finito de curvas suavos 
a trozos. Dividamos la región G on regiones pequeñas 
empleando para ello curvas suaves a trozos. Sea g una de 
estas regiones. Tomemos en g un punto arbitrario P y 
ргоуесіотоз esta región sobre el plano tangente en el 
punto P. Si la región g es suficientemente pequeña, esta 
proyección resulta inyectiva y en el plano tangente se ob- 
tiene una región g limitada también por curvas suaves 
Ё їй: Designemos por с (g) el área de la región Е 


ог área de 1а región G de la superficie F entendemos 


lím Jo (2), 
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Fig. 


donde lu suma so refiere a todas las regiones g de la parti- 
ción de G y el paso al límite se realiza aceptando que las 
dimensiones do las regiones g de la partición de С dismi- 
vuyen indefinidamente. 

Esta definición del área de una superficie corrosponde 
plenamente a la intuición que, cuando se trata de medir 
un área, nos hace dividir la superfície y «aplanar» los 
trozos obtenidos. Demostraremos que, asi definida, el 
área do la superficie posee efectivamente sn caracteristica 
propiedad aditiva y obtendremos asimismo la fórmula 
gue permite calcular ol ároa cualquiera que sea la para- 
motrización de la superficie. 

Supongamos, para simplificar los razonamientos, que 
existe una parametrización suave válida para toda la 
superficie: 


r=r (u, 0). 


A la región б sobre Ja suporficie le corresponde una región 
б del plano uo limitada por curvas suaves a trozos y а 
una partición de la región С mediante curvas suaves а 
trozos en regiones g le corresponde una partición de la 
región G en regiones g mediante curvas suayos а {гол 

Detorminemos el área о fg) de la región q. Considere- 
mos con este fin las coordenadas esianas rectangula- 
res z, y y z tomando como origen de coordenadas el punto 
Р de la superficie. como plano ху el plano tangente en P 
y como cje z la normal a este plano, 
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La región g de la superficie F se define en coordenadas 
cartesianas medianto las ecuaciones 


z= z(u, 0), y = y (u, 0), z= z (u, v), (u йс. 
Las igualdades 
z=z(u, 0), y =y (u 0), (u, СЕ 


determinan una aplicación biunívoca de la región р sobre 
Ж. Los números и y v pueden ser considerados como las 
coordenadas curvilíneas en la región g. 

Como se sabe, el ároa de una region se determina, on 
coordenadas curvilíneas, mediante la fórmula 


@-}}[| у] 
в = 

ч > NYu Yo 

7 

El vector 7, X T, tiene la dirección de la normal а la 
superficie y como la normal en el punto Р coincido con 
el eje z, resulta que el módulo del vector т, Xr, on 
este punto ез igual al valor absoluto de su componente 
respecto al оје 2, о sea, 


хт, [= к | 
al, ql 


Do ello so deduce, por continuidad, que para cualesquiera 
u, v de E se tiene 


je а, 
Yu Yo 
donde eg ев tau pequeño como se quiera si son pequeñas 


las dimensionos de la región g 
Para la suma de las áreas o (g) tenemos 


3 | тте 0) dudo 


du do, 


=| ru xro еа (и, v), 


=Í $ ИАР x 55 eg du do. 


a Н 


Si la partición de G se ha realizado en regiones g suficien- 
temente monudas, las magnitudes е; resultarán menores 
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que cualuier e >0, por pequeño que sea, debido а Ла 
continuidad uniforme de *, X r, en б. Por esto, 


|2 оаа, 


7 
donde о (@) es el área de la región б. 
De aquí se deduce que 


59 {тха 


cuando las regiones g de la partición de la región G dis- 
minuyen indofinidamente. Con esto queda probado que 
el área existo y se expresa mediante la fórmula 


в(бу= | | [ru x ro ldu dv. 
© 


La propiedad aditiva dol área de la superficio so de- 
duce de la propiedad aditiva de la integral. Efoctiva- 
mento, supongamos que una curva suave a trozos divido 
la región G on dos regiones С, y Gs; sean С, y ©, las regio- 
nes correspondientes del plano uv. Tenemos 


И [ru X т\р = | | [ru xro (dudo + 
а 
ж} оаа. 
& 


Pero esto significa que 


с (G) = о (G1) + о (бу); 


esta fórmula expresa la propiedad aditiva del área de la 
superficie. 

Ahora, cuando hemos demostrado que el área es aditi- 
va, podemos calcular el área de una superficie dividiéndola 
en partes y empleando para cada parte una parametriza= 
ción adocuada. 

Para terminar, mostremos que el área de la suporficie 
se determina por su primera forma cuadrática exclusiva- 
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mente. En efecto, 
[ru X rP = тл (пато) ВО — Ра, 


de donde 
а= | {ү Таша. 
En particular, si la superficie viene dada por Ja ecuación 


z = z (x, y) se 
гды ff VIF р + f da dy. 


те 


$ 4. Aplicación conforme 


Sean Ф, у Ф, dos superficies regulares. Una aplica- 
ción topológica de la superficie Ф, sobre la superficie 
Ф, se denomina conforme si conserva los ángulos do 
las curvas, o sea, si las curvas correspondientes de estas 
superficies forman, al cortarse, ángulos idénticos. 

Teorema, Si dos superficies regulares Фу y Ф, se han 
Parametrizado de modo que son proporcionales los coeficien- 
tes de sus primeras formas cuadrálicas, entonces es 
conforme la aplicación de una de las superficies sobre la 
otra que asocia los puntos de coordenadas iguales. Recípro- 
camente, si las superficies Ф, y Ф, se han parametrizado 
de modo que resulta conforme la correspondencia que asocia 
puntos de coordenadas iguales, entonces son proporcionales 
las primeras formas cuadráticas de las superficies. 

Demostración. Sean 

I, = E du? + 2F du dv + Сд, 
Т, = À (Е du? + 2F du do + G di”) 


las primeras formas cuadráticas de las superficies Фл 
y Фу. Si la aplicación de Ф, sobre Ф, consiste оп asociar 
puntos de coordenadas iguales, las curvas correspondientes 
tieren ecuaciones internas idénticas и = и (t), v = v (t) y, 
por consiguiente, se obtiene una misma expresión раѓа el 
ángulo que forman las curvas correspondientes, o sea, 
la aplicación es conforme. Hemos demostrado la primera 
parte del teorema. 
Demostremos la segunda parte-del teorema. 
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Sea (u, р) una parametrización arbitraria de la super- 
ficie Ф,. Parametricemos la superficie Ф, tomando como 
coordenadas de cualquier punto de la misma las coorde- 
nadas del punto de Ф, que le corresponde por la aplica- 
ción conforme. Sean 

1, = E, du? + 2F, du dv + G, de*, 

1, = E, du? 4- 2F, du do + G, de 
las primeras formas cuadráticas de las superficies co- 
rrespondiontes a estas paramotrizaciones. Mostremos que 
los coeficientes А, F, y С, son proporcionales a Es, Е. y Ga. 

Puesto que la aplicación es conforme, la ortogonalidad 
de las direcciones (d) y (8) respecto a la forma J, implica 
la ortogonalidad de las mismas respecto а la forma /,. 
Por esto, de 


E, du би + F, (du бо + dv би) + G, dv &v == 0 
se deduco 

E, du би + F, (du Se + do би) + G, do 60 = 0. 
Eliminando би у бу, obtenemos de aquí 


Куди Fy de _ Fy du +G; de 
Erdu $ Fado ~ Pedu F буй” 


Como du y de son arbitrarios, tomando dv = 0 vbtenemos 


Hemos demostrado completamente el teorema. 

Aparte de conservar los ángulos, la aplicación confor- 
me posee otra propiedad notable; a saber, son semejantes 
en primera aproximación las figuras suficientemente pe- 
queñas que se corresponden en las superficies por la aplica- 
ción conforme. Efectivamente, sea Р, una figura pequeña 
de la superficie Ф. La distancia entre sus puntos (ш, v) 
y (u -+ Au, v- Ар) en primera aproximación св igual 
a 


Ели? + 2F Au Av + G А, 
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La distancia entre los puntos correspondientes de la figu- 
ra F, de la superficie Ф, en primera aproximación es 
igual a 

2 (ЕДи? + 2F AuAv + С.А). 


Es decir, cl coeficiente de alteración es igual a Ay, por 
consiguiente, es casí constante si la figura Р, es suficien- 
temente pequeña. 

Teorema. Sean Ф, y Ф, dos superficies regulares y P, y 
P, dos puntos arbitrarios de las mismas. Entonces existe 
ила aplicación conforme de un entorno del punto Р, de la 
A Ф, sobre un entorno del punto A de la super- 
icie Dy 

La demostración de este teorema se basa on la posibi- 
lidad de poramotrizar una superficie regular en un entorno 
de cualquier punto de modo que su primera forma оцайга 
tica correspondiente a esta paramotrización sea 


1 = и, v) (du? + д). 


No daremos la demostración de esta proposición; 
soñalemos sólo que, una vez parametrizadas de este modo 
las superficies ©, y Ф, en los entornos de los puntos 
respectivos Р, y Pas la aplicación conforme del entorno 
del punto Р, de la superficie Ф, sobre ol entorno del 
punto Р, de la superficio Ф, se obtiene por asociación de 
puntos de idénticas coordenadas. 

Para terminar, veamos un ejemplo de aplicación con- 
forme de la esfera sobre el plano. 

Sea œ la esfera de radio R y centro en el punto 
(0, 0, А). Consideremos la aplicación de la esfera œ 
sobre el plano zy consistente en su proyección desde el 
polo S (0, 0, 2R). Esta aplicación se denomina proyec- 
ción estereográfica (fig. 35). 

Tomemos como coordenadas curvilíneas los ángulos 


ш y v representados en la fig. 35. Entonces, las ecuaciones 
del plano serán 


z= 2R tgu cosv, y =2R tg u sen v 


y las ecuaciones de la esfera serán 
а = 2R sen u cosu cosv, у = 2R sen и сози sen р, 


# = 2R sen? и. 
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Fig. 35 


El elemento lineal del plano será 


а= СА. (dut + sem и cost u do?) 


y el elemento lineal йе la esfera será 
аа = 4R? (du? 4 sen? и cos? и йл). 
De ello se deduce que la aplicación es conformo. 


$ 5. Superficies isométricas. Doblamiento de superficies 


Las superficies Ф, y Ф, se llaman ¿sométricas si existo 
una aplicación inyectiva de la superficie Ф, sobre la 
superficie Ф, tal que las curvas correspondientes de 
estas superficies tengan longitudes iguales. 

Teorema. Si las superficies regulares Ф, y Ф, se pueden 
parametrizar de modo que sus primeras formas cuadráticas 
sean iguales, estas superficies son isométricas. La aplicación 
isométrica consiste en hacer corresponder los puntos de 
coordenadas iguales. Recíprocamente, si las superficies 
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Фу y Ф, son isométricas, pueden ser parametrizadas de 
modo que sus primeras formas cuadráticas sean iguales, 

Demostración. La primera parte del teorema es obvia. 
Basta observar primero que si la curva y, sobre la supor- 
ficie Ф, viene dada por las ecuaciones u = и (t), v = 
= v (t), la curva que le corresponde sobre la superficie Pa 
viene dada por las mismas ecuaciones u = и (f), v = 
= v (e) y emplear después la fórmula para la longitud 
do arco de una curva. 

Demostremos la segunda parte del teoroma. 

Sea Р, un punto arbitrario de la superficie Ф, y sea 
r = r (u. v) cualquier paramotrización regular de la 
superficie en un entorno de este punto. 

Sen Р, (и, v) el punto de la superficie Ф, que co- 
ruespondo por isometría a P, (u, v) y sea т, (и, v) ol 
vector de este punto. La ecuación 


r = r, (u, 0) 


determina una parametrización de la superficie Ф, on un 
entorno del punto P,. No podemos demostrar en este 
momento que es regular; sólo podremos hacerlo en el 
capítulo IX. Pero supongamos que la parametrización 
r = r, (u, v) de la superficio Ф, es regular. Mostremos 
quo, dada esta parametrización, la primera forma cuadrá- 
tica de la suporficie Ф, coincide con la primera forma 
enadrática de la superficie Dj. 

Sea y, una curva arbitraria sobre la superficie Ф, 
y sean u = u (t), v = v (t) sus ecuacionos. La curva que 
le corresponde por isometría sobre la superficie Ф, viene 
dada por las mismas ecuaciones. Por esto, 


t 
) тит тутана ат dl = 
ño 


‚ 
= | VERTE +? ИТИ 
h 


Puesto que esta igualdad es válida para todo t, los inte- 
grandos son iguales. Como la.curva y, es totalmente arbi- 
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traria, los iutegrandos son iguales cualesquiera que sean 
los valores de ш’ y v’; pero esto es posible sólo si £, = 
= En Fi = Р. y бү = Ga 

Hemos demostrado el teorema. 

Es evidente que las superficies iguales son isomótri- 
cas. La afirmación recíproca, hablando en términos 
generales, es falsa. Es fácil dar ejemplos de suporficies 
isométricas que no sean iguales. Veamos uno. 


La región rectangular 0 <z<F,0<y<1 dol 
y 


plano ту es isométrica a la región del cilindro z? + y? = 
= 1 determinada por las condiciones 0 <2 <1, х >0 
y >0. Basta señalar que esta región del cilindro admite 
la parametrización = == созш, у =senu, з= 0, 0 < 


<и<$, 0<v<!. El elomento lineal del cilindro 


correspondiente a esta parametrización es (и? + dv, 
Do aquí se ve que la aplicación definida por las igualdades 
z= и, у == у ез isométrica. 

Puesto que los ángulos de las curvas sobre la suporfi- 
сіе y el área de la superficie se determinan por la primera 
forma cuadrática y puesto que las superficies isomótri- 
cas, adecuadamente parametrizadas, tienen las primeras 
formas cuadráticas iguales, resulta que la aplicación iso- 
métrica conserva los ángulos de las curvas y conserva las 
áreas, o sea, las curvas correspondientes de superficios 
isométricas forman ángulos iguales y las regiones co- 
rrespondientes tienen áreas iguales. 

[emos domostrado con un ejemplo que suporficies 
distintas, adecuadamente parametrizadas, pueden tener 
las primeras formas cuadráticas iguales. Se plantean dos 
preguntas: den qué grado la primera forma cuadrática 
determina la superficie? y ¿existe una superficie que 
Иепе como primera forma cuadrática una forma cuadrá- 
tica escogida arbitrariamente? 

Resulta que «localmente» la superficie no queda doter- 
minada, ni mucho menos, рог su primera forma cuadrá- 
tica. Se conoce, por ejemplo, el teorema siguiente. Para 
todo entorno w suficientemente pequeño de un punto Р de 
una superficie analítica existen superficies isométricas a « y 
distintas de ella. 
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Algunas superficies «globalmente» quedan determi- 
nadas unívocamente por la primera forma cuadrática, 
Por ejemplo, cualquier superficie regular Ф, cerrada y 
conveza, queda determinada univocamente por la primera 
forma cuadrática, en el sentido de que toda superficie 
regular Ф’ isométrica a Ф es igual а Ф. Se puede señalar 
опа clase suficientemente amplia de superficies infinitas 
que se determinan unfvocamente por la primera forma 
cuadrática. Como ejemplo de una superficie de esta clase 
podemos señalar un paraboloide elíptico cualquiera, 

Se denomina doblamiento de la superficie toda defor- 
mación continua de la misma que no altera las longitudes 
de las curvas sobre la superficie. Una idea clara del 
doblamiento de la superficie se puede obtener doblando 
uno hoja de papel. 

Puesto que el doblamiento de la superficie no altera 
las longitudes de las curvas y, por consiguiente, en todo 
momento del doblamiento la superficie permanece isomé- 
trica a la superficie inicial, obtenemos que durante el 
doblamiento de la'superficie, adecuadamente parametrizada, 
su primera forma cuadrática no varía. 

Resulta que «localmente» las superficies, como regla, 
son suscpetibles al doblamiento. Por ejemplo, tiene lugar 
el teorema: para todo punto de una superficie analítica 
que no sea plano existe un entorno que admite doblamientos 
continuos. 

Pero entre las superficies existen las que «globalmente» 
no admiten doblamientos continuos. Así son, por ejemplo, 
todas las superficies convezas cerradas, 


EJERCICIOS PARALEL CAPITULO VÍ 


å, Hallar la primera forma cuadrática de la suporficio de re- 
volución 
== q (u) cos o, у = q (u) sen v, 2 =p (u). 
Respuesta, Т == (рэ + Y°) di + фа, 
og ret айда Аат pasto patente 
zarso do modo que su primera forma cuadrática sea 


I= du? + G (u) de. 


3. Hallar la longitud de arco de la curva dada por la ecuación 
и = v sobre una superficie con la primera forma cuadrática 


1 = du? + al? ийй. 
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Respuesta. з = | sh uz — sh in |. 
4. Hallar el ángulo que forman las líncas coordenadas z = 74 
өр = yo sobre la superficie == огу. 
2050 


Respuesta, соз б = 


т-ка 1 ы, 
5. Demostrar que es ELA тей de cocrdenadas и, v 
sobre el helicoide 


ж = аш cos v, у = аи зеп v, s= bo. 


6. Hallar la familia de cuevas que forman ángulo recto con las 
goneratrices rectilínoas z = const del paraboloido z = azy. 

Respuesta. (1 4- a?z?) y? = const. 

7. Hallar sobre la osíara las curvas que forman ángulo cons- 
tante con los meridianos (estas curvas se denominan loxodró- 
micas). 

8. Hallar ol área del cuadrilátero del helicoide (ejercicio 5) 
limitado por las curvas 


umd, ш v=0 y рей, 


' 
Respuesta. о = (ут њи + у). 


9. Demostrar que son iguales las áreas de Ins regiones de los 
paraboloídes 


зр (+) y smary 


que se proyectan en una misma región del plano ту. 

10. Demostrar que la superficie es localmente isomótrica al 
plano si admite una parametrización tal que los coeficiontos de sn 
Primera forma cuadrática no dependan de и ni do v. 


PROBLEMAS Y TEOREMAS PARA EL CAPITULO VI 


1. Demostrar que siendo U (z, y) y V (z, 1) la parte real y la 
parto imaginaria, respectivamento, de una función de variable 
compleja z -+ ty, son iguales las áreas de las regionos de las super- 

icies 
z= U (z, y) y s= V (z, y 
“че go proyoctan еп una misma región del plano zy. 

2. Demostrar que existe una aplicación conformo de la super- 
ficie de revolución (ejercicio 1) sobre el plano por efecto de la cual 
los meridianos de la superficie (las Jíness о = const) so transfor- 
man еп rectas que pasan por el origon de coordenadas y los parale- 
los (las líneas и = const), en círculos con centro өп el origon de 
corden 

о 


iderar el сазо particular en ol que 


Ф (u) == сови уф (u) = sen u 
(esfera). 
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Demostrar que existe una aplicación conforme de la supur- 
йозе de revolución sobro el planu por cuyo efecto los meridianos y 
los paralelos de la superficie se transforman cu reclas = == const 
e y = const. Considerar ol caso particular on el que la superficie 
es nna esfera. 

4. Demostrar que ni siquiera localmente existe una apl 
ción isométrica de La esfora sobre el ріацо. 

5. Demostrar que siendo U (z, у) + Уба, y) una función 
analítica de variable comploja z -+ iy con la particularidad de que 
en ol punto (хо Yo) 


es conformo la aplicación del plano sobre sí mismo que asocia al 
punto сон coordenadas cartesianas z © y el punto con coordenadas 
diras U (r, v) y V (2, y) 

Sea 


аа m R du? + 2F du do + Са 


el elemento linoal de una superficie analitica. Consideremos la 
venación diferencial 


E dul + 2F du dv + баа 0 


on el plano complejo. Sea їр (и, 0) = const la solución de esta eeun- 
ción у senn U le Y) y V los y) las partes real o Imaginaria de In 
función g (z, y). Demostrar que siendo 


ds Ys] o. 


es conforme la aplicación do la superficie sobro el plano que Масе 
corresponder al punto (u, v) de la superficie el punto del plano de 
coordenadas cartesianas U y V. (En esto resultado puede basarse 
{п demostración dol tooroma del $ 4 del capítulo VI en el caso de 
suporficies analíticas.) 

7. La aplicación de una superficie sobre otra se denomina 
autáliza si las regiones correspondientes por esta aplicación tienen 
áreas iguales. 

Domostrar que es” isométrica toda aplicación conforme y 
autálica de una superficie sobro Otra. 

8. Domostrar quo cualquier aplicación isométrica del plano 
sobre sí mismo es un movimiento o bien un movimiento soguido do 
vna gplicación ospegular. 

Р Soan Фф, у Ф, suporficios isomótricas y т = т (uy 2) Y 
r= ту (и, v) ss pareractrizaciones. La aplicación isométrica: con- 
Sisto Sa poner en ooorespondoncia los puntos de coordenadas igua- 
los. Sen Ф у. la зпрогісіо definida por la ecuación г = Airi (u, v) 
E dira б YY! Demostrar que las suporficios Ф), у Ф p,a Son іяотб- 
tricas. 

10. Domostrar que existe una aplicación isomátrica dol heli- 
coide 


z= ш созо, y = usen», z= mu 
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sobre el catwnorde 
к=@созр, y=asenp, s=m arch $ 


tal que las generatrices rectilínaas del holicoide correspondon a loe 
meridianos del calonoide, 

44, Demostrar que cualquier superficie holicoidal admito una 
aplicación isométrica sobre ciorta superficio do revolución pór 


cuyo oferto las hélices corresponden а los paralelos (toorema do 
ош 


‚ Una red de curvas sobro una superficio se denomina red 
de Chébyshev sí son iguales los lados opuestos de todo cuadrilátero 
formado por las líneas de la red. Demostrar que una condición ne- 
cesaria y suficiente Ea que Ja rod de coordonadas sobre la super- 
ficie sea una rod de Chóhyshoy es que Ey = Gu = 0. 

43, Demostrar que si la red de coordenadas es una rod de 
Chébyshow, courdenadas и y о pueden escogerse de mudo que 
el clomento lineal de la superficie tome la forma 


ds? = dul + 2 сов ө du до + del, 


dande о es el ángulo quo forman las líneas coordenadas. 
14. Demostrar que en la superficie de traslación 


r= U (u) + V (0) 
las líncas coordenadas forman 


red de Chébyshov. 


CAPITULO ҮП 


SEGUNDA FORMA CUADRATICA 
DE UNA SUPERFICIE Y CUESTIONES ADJUNTAS 
DE LA TEORIA DE SUPERFICIES 


Sean Ф una suporficie regular, т = r (u, v) alguna 
parametrización regular do la misma y т (и, 0) el vector 
unitario de la normal a la superficie en el punto Р (и, v). 
So denomina segunda forma cuadrática de la super- 
ficie la forma cuadrática 
—dr dn = (жт) ди? + (—r My — Totey) du de + 
+ (1,5) des, 
Para los cocficientes de esta forma emplearemos las nota- 
ciones siguientes 
—r My = L, Tan, PM = 2M, ~rn, =N. 
10—0209 
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Puesto que dr-n = 0 y, por consiguiente, 
| а (д-т) = (д-т) + (dr-dn) = 0, 
зе tiene 
I= Фест = (Tuun) du? +2 (run) du dv+ (туй, 
de donde 
= тит, M=ryn, М=тьт. 


Puesto que т y lr x vol =V EG — F, so 
tiene 


Zuu Yuu Suu 


Zu Yu žu 
к= {^йш”шгь) ль Yo to 
УЕ УЕС—Р?* 


Zu Yu Zu 


En particular, si la superficie viene dada por la ecuación 
z = 2 (z, y), se tiene 


L= i М. 
[Ег к» ЖМ Vitara’ 
N= Зур 


VAS 


$ 1. Curvatura de una curva sobre una superlicio 


Sean D una superfície regular, 7' = т (u, v) alguna 
poe енузао!ба regular de la misma y y una curva regu- 
lar sobre la superficie que pasa о а el Толю Р (и, v) 
у tiene-en este punto la dirección (‹ т = т (5) 
la parametrización intrínseca de la a ш 
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Fig. 36 


Consideremos el producto escalar (r"n). El vector т” 
tiene la dirección de la normal principal a la curva 
y su módulo es igual a la curvatura de la curva, Do ello 
resulta que 


(rn) =kcos 0, 
donde k es la curvatura de la curva y ® es ol ángulo que 
forman la normal principal a la curva y la normal a la 
superficie (fig. 36). Pero 
E'N (Pa? ruou + PP ruu" ты”) т. = 
= (таһль)и?-Е2 (от) и + (Ton) 0, 
Por esto 
Ldur42M dudo+N dv? _ 11 
AA dd Cd = р‘ 


El segundo miembro de esta igualdad depende sólo de la 
dirección de la curva en el punto Р (и, v}. Es decir, 


kcos б = 


k cos ® = Ж = const 


en el punto Р (и, v) para todas las curvas y que pasan 
рог este punto y tienen en él una misma dirección (o sea, 
una misma tangente). 

La igualdad 


k cos @ = ko = const 


expresa el teorema de Meusnier. 
10+ 
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magnitud Ку se eno: curvatura normal de la 
en la dirección duda (du : dv). Salvo el siguo, 
es igual a la curvatura de la curva que se obtiene en la 
intersección de la superficie y el plano que es perpendicu- 
lar al plano tangente y que comprende la dirección 
(du : do). 

La curvatura normal de la superficie en la dirección 
dada coincide con la curvatura normal del paraboloide oscu- 
lador en esta misma dirección. 

Efectivamonte, si referimos la superficie у su parabo- 
loide osculador en el punto P a las coordenadas carte- 
sianas rectangularos tomando como plano ту el plano tan- 
gonte en este punto y como eje z la normal al mismo, la 
superficie y el paraboloide vienen dados por las ccuacio- 
nes 


2=2(% y), 
(а |p 224 22 |p 24 + 2и le Y?) 


De aquí se vo que la primera y la segunda formas cuadráli- 
сав de la superficie y del paraboloide en el punto Р son 
iguales y, por consiguiente, son iguales las curvaturas 
normales. 

El resultado expuesto permite hallar la ecuación. del 
paraboloide osculador en el sistema de coordenadas ligado 
de un modo natural a cualquier parametrización (u, v) 
de la superficie si tomamos el plano tangente en el punto 
Р (uy, Vo) como plano ay, la normal al mismo como eje 
z y los vectores 7u, 7, у n como vectores de la base. 

La ecuación del paraboloido se puede representar, 
evidentemente, en la forma 


# з= (u — tto) Tu + (V — vo) Pork 
+ FLA (uu)? 28 (u-- u) о) 60—00) n. 


La. curvatura normal del paraboloide en la dirección 
(du : du) será 


A du? +28 du du+- С dv? 
аа 2 (тту) йи do r3 do 


Comparando esta expresión con la curvatura normal de la 
superficie en 1а misma dirección y teniendo en-cuenta 
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Fig. 37 


que du y dv son arbitrarios, deducimos que 
А= 1, B=My С= М. 


Por esto, la ecuación del paraboloide en forma рагатбігіса 
es 


e U— lio, оо 


z= $ (L (u— 42M (и—ш) (о vo) +N (000) 
lo que equivale a 
$= HLa2+2May+ Ny. 


A partir de ма punto arbitrario Р (и, v) de la super- 

ficie tomemos en cada dirección (du : do) un segmento 
f 

igual a |4}, donde k es la curvatura normal do la su- 
porficie en esta dirección. El lugar geométrico de los 
extremos do estos segmentos se denomina indicatriz de cur- 
vatura de la superficie en el punto P (fig. 37). 

También se denomina con frecuencia indicatriz de 
Dupin. 

Voamos qué representa en sí la indicatriz de curva- 
tura. Para ello consideremos en el plano tangente a la 
superfície las coordenadas cartesianas que se obtienen al 
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tomar el punto de tangencia como origen de coordenadas, 
las rectas que comprenden los vectores т, y 7, como ejes 
de coordenadas y los propios vectores 7, у т, Como vecto- 
res de la base. Sean т e y las coordenadas del punto de la 
indicatriz de curvatura correspondiente a la dirección 
(du : dv). Tonemos 


1 
Y 2]? tru duero do 
ат иь |] та то" 


Elevando al cuadrado esta igualdad y observando que 
ж у = du : do, obtenemos 


a 
O NN ТТ. a en 
= БЕ-Е2Ргу-+ бз 
[Тал Му + Му] * 


De aquí resulta 
| Lat + 2Mxy + Ny’ | = 1. 


Esta es precisamente la ecuación de la indicatriz de 
curvatura. 

De este modo, la indicatriz de curvatura representa una 
elipse en un punto elíptico de la superficie (LN — М“ >0), 
un par de hipérbolas сии ды en un punto hiperbólico 
(БМ — M? <0) y un par de rectas paralelas en un punto 
parabólico (LN — М? = 0). 

Es evidente que la pr y su paraboloide oscula- 
dor tienen la misma indicatriz de curvatura. 

La indicatriz de curvatura se puede introducir tam- 
bión de otro modo, de carácter más geométrico. Sean Р un 
punto arbitrario de la superficie y о: el plano tangente 
en este punto. Designemos por Mh el lugar geométrico de 
los púntos-de la mrene Cuyas distancias a œ son igua- 
les a А. Sometámosló a una transformación de semejanza 
tomando Р como centro de semejanza Н ут сото coefi- 
ciente de semejanza. Designemos рог —— 7 М, el conjunto 


de puntos obtenido. 
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Si $) piano tangente en Р se toma como plano ху у 
la normal como eje z, la ecuación de la superficie será 


= баа азу ци) +(2 41?) e (2, y), 


donde e (=, y) >0 cuando =, y —>0. De aquí que los 
puntos de М» satisfacen la ecuación 


п |4 (22+ Bzy +10) + (044) 0 (e, |; 
Puesto que las coordonadas de un punto de 


difieren en el factor VR de las coordenadas del punto 
correspondiente de Mp, ollas satisfacen la ecuación 


tel et sytti аа) (ЕУ, У). 
Do aquí se ve que +M, converge а la indicatriz de 
curvatura cuando h = 0] 


$ 2. Direcciones asintóticas. 
Líneas asintóticas. Direcciones conjugadas. 
Redes conjugadas sobre la superficie 


La dirección (du : dv) en el punto"P (и, v) sobre la 
superficie regular Ф se denomina asintótica si la curva- 
tura normal de la superficie en esta dirección es igual a 
cero. Es decir, la dirección (du : dv) será asintótica si, 
y sólo si, se cumple la condición 

L du? + 2M du dv + N de = 0. 


Deello resulta que en un punto elíptico de la superficie 
no existen direcciones asintóticas, en un punto hiperbólico 
existen dos direcciones asintóticas, en un punto parabólico 
existe una dirección asintótica y, finalmente, en un punto 
plano cualquier dirección es asintótica. 

“Una curva sobre la superficie se denomina línea asin- 
tótica si su dirección es asintótica en todo punto, 

De aquí se deduce que 


FL du? + 2M du w + N д? = 0 
es la ecuación diferencial de las líneas asintóticas. 
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Si la superficie contiene una recta, ésta será obviamente 
una línea asintótica. 

Soñalemos una propiedad sencilla de las líneas asinto- 
ticas. El plano tangente a la superficie en todo punto de 
una linea asintótica es el plano osculador. Efectivamente, 
si en el punto P de la líuea asintótica y la curvatura 0s 
igual a cero, el plano tangente a la superficie en el punto Р 
será el plano osculador ya рог el hecho de corupronder la 
tangente a la curva. Si la curvatura de y en el punto Р 
es distinta de cero, el plano tangente contione los vectores 
dr у @r (el primero porque el plano es tangente y е] se- 
gundo porque la curva y es asintótica y, por consiguiente, 
satisface la condición dèr «nm = 0). De aquí se deduce que 
también en este caso el plano tangento es ol plano oscula- 
dor a la línea asintótica. 

Veamos en qué condiciones resmltan asintóticas las 
líneas coordenadas и = const y v = const de la superfi- 
cio. Introduciendo sucesivamente ш = const y v = const 
en la ecuación de las líneas asintóticas, deducimos que la 
red de coordenadas seró. asintótica si, y sólo si, son iguales 
a cero los coeficientes L y М de la segunda forma cuadrática. 

Teorema. En un entorno de un punto hiperbólico de la 
superficie siempre se puede introducir una parametrización 
tal que las líneas coordenadas sean asintóticas. 

Esto so deduce del teorema general del $ 3 dol capítulo 
ТУ puesto que las líneas asintóticas satisfacen Ja ecuación 


L du? + 2M du do + N ал = 0 


рага la cual se cumplen las condiciones dol teorema men- 
cionado (LN — M? < 0). 

Sea Р un punto arbitrario de la superficie Ф y soan 
(du : du)-y (би : бо) dos direcciones sobre la suporficie 
en ol punto Р, Las direcciones (d) y (ô) se donominan 
conjugadas si las rectas gá у gs que comprendon estas 
direcciones son diámetros conjugados de la indicatriz 
de Dupin en el punto P. 

Es decir, para que las direcciones (d) y (8) sean сопўп- 
gadas es necesario y suficiente que se cumpla la condi- 
ción 


L duu + М (du ôv + dv би) + N dv бә = 0. 
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Una comprobación directa permito ver que la condi» 
ción de conjugación de las direcciones (4) y (8) admite una 
denotación compacta 

dr-ón = 0 
о 
ôr-dn = 0. 


Las direcciones asintóticas son autoconjugadas. 

Supongamos que sobre Ja superficie se tienen dos fami- 
lias ya y үй de líneas que forman una red en el sentido de 
que por todo punto de la superficie pasa опа línea do 
cada familia. Entonces, la red de líneas formada por las 
familias y4 y үр se denomina red conjugada si en todo 
punto tienen direcciones conjugadas las líneas регіепесіеп- 
tes a las distintas familias que forman la red. 

Si la red de coordenadas os una red conjugada, el coo- 
ficiente M de la segunda forma cuadrática de la supor- 
ficie es igual a coro. Para comprobarlo bastará escribir 
la condición de conjugación para las direcciones (du: 0) 
y (0: 60). 

En un entorno de todo punto de la superficie que no sea 
un punto plano se puede introducir ung parametrización 
tal que las líneas coordenadas formen una red conjugada, 
cón la particularidad de que una familia de líneas coorde- 
nadas se puede escoger arbitrariamente siempre que las 
líneas de esta familia no tengan direcciones asintóticas. 


$ 3. Direcciones principales sobre la superficie. 
Líneas de curvatura 


La dirección (du : dv) sobre la superficie ве denomina 
dirección principal si la curvatura normal de la superficio 
alcanza en esta dirección su valor extremo. Es decir, 
se trata do las direcciones que coinciden con las direcciones 
de los ejes de la indicatriz de curvatura. 

De aquí so deduce que en el caso general en todo punto 
de la superficie existen dos direcciones principales, Por 
coincidir con las direcciones de los ejes de la indicatriz 
de curvatura, las direcciones principales son ortogonales 
y conjugadas y, por consiguiente, satisfacen las condiciones 


1 (d, бу = E du би + F (du б> + dv би) + G du $v = 0 
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(condición de ortogonalidad) y 
H (8,5) = L du би + М (du 8v + dv би) + N dv bv=0 


(condición de conjugación). 
Eliminando би y ôv de estas ecuaciones, obtenemos 
Edu+F dv Fdu+Gdv 
a Pad 
Esta es la condición necesaria y suficiente para que la 


dirección (du: dv) sea principal. Se puede escribir en 
otra forma, más simétrica 


d? —dudo du? 
Е Е Сб |=0. 6] 
L M N 


Las direcciones principales no quedan definidas en 
dos casos: en ol caso de un punto plano ya que en él cual- 
quier dirección es principal (pues la curvatura normal es 
igual a cero en cualquier dirección) y en un caso especial 

le un punto elíptico en el que la indicatriz de curvatura 

es una circunferencia (el punto se denomina entonces 
umbilico). En un punto umbílico, al igual que en un 
punto plano, cualquier dirección es principal, Esto queda 
reflojado en la condición (+) que determina las direccio- 
nes principales. Dicha condición se cumple idénticamente 
sólo en dos casos: ві L=M=N=0 (punto plano) 
о si los coeficientes de la primera forma cuadrática son 
proporcionales a los coeficientes de la segunda forma 
cuadrática (punto umbílico). 

Las curvaturas normales de la superficie correspon- 
dióntes a las direcciones principales se denominan cur- 
vaturas principales. 

Teorema de Rodrigues. Si la dirección (d) es dirección 
principal, se tiene 


dn = —kdr, 


donde k es la curvatura normal de la superficie en esta 
dirección. Recíprocamente, si en la dirección (d) 


dn = % ат, 
entonces (d) es una dirección principal, 
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Demostración. Sea (6) la otra dirección principal, per- 
pendicular, a la primera. El vector dn que es perpondicu- 
ar a m admite la representación 


dn = А дт + pôr. 


Multiplicando esta igualdad por ôr y observando que 
dn -ôr = 0 debido а la conjugación de las direcciones (d) 
y (б) y que dr -ôr = 0 debido a la ortogonalidad de estas 
direcciones, obtenemos 


pôr? = 0, 


de donde p ={0. Es decir, ёт =à dr. Multiplicando esta 
igualdad por dr, obtenemos 


(dr dn) = 7. dr, 


de donde se deduce que À = —k. Hemos demostrado la 
primera parte del teorema. 
Demostremos la afirmación recíproca, Sea (d) una 
dirección tal que, 
dn = Аат. 


Demostremos que es una dirección principal. Sea (8) 
la dirección perpendicular a (4). Entonces, multiplicando 
la igualdad dn = dr por бт, obtenemos dn -ôr = 0. 
Pero esto significa que las direcciones (d) y (8) son conju- 
gadas. Como son, además, ortogonales, resulta que son 
principales.) 

Hemos demostrado el teorema, 

¡Una línea sobre la superficie se denomina línea de 
curvatura si su dirección es en todo punto una dirección 


principal 
De ellos visits que 
det —du dy du? 
E в eja 
І, M N 


es la ecuación diferencial de las líneas de curvatura. 

51 las líneas coordenadas sobre la superficie son líneas 
de curvatura, los coeficientes F y М de la primera y de la 
segunda, respectivamente, formas cuadráticas son iguales 
a cero, 
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En efecto, F = 0 porque la тей de coordenadas es 
ortogonal у M = 0 porque la red es conjugada. 

Teorema. En un entorno de todo punto P de la superfi- 
cie que no sea un punto umbilico ni un punto plano, la 
superficie puede parametrizarse de modo que las líneas 
coordenadas sean líneas de curvtura. 

Efectivamente, la ecuación diferencial de las líneas 
do curvatura tiene Ja forma 


A de +28 du dv + C d? = 0. (кю) 


Puesto quo en todo punto próximo a P existen dos, y só- 
lo dos, direcciones principales, el trinomio 


А + 288 + CE 


tiene dos raícos reales. Por ево, АС — B? << 0. Según el 
teorema del $ 3 del capítulo IV do aquí so deduce quo 
existe una parametrización para la cual las líneas coordo- 
nadas serán curvas integrales de la} ecuación (а), 
os decir, serán líneas de curvatura. 

Para terminar, demostreros un teorema que en algu- 
поз casos permite hallar con facilidad líneas de curvatura 
sobre la superficie. 

Teorema. Si dos superficies se cortan а lo largo de una 
curva y formando ángulo constante y si esta curva es línea 
de curvatura sobre una de las superficies, también será 
línea de curvatura sobre la otra. 

Demostración. Al derivar sobre la primera superficie а 
lo largo de la curva ү, tenemos 


dn, = ddr. 
Para la segunda superficie es 
dn, =ñ, dr + un, + уп, 


Multipliquomos esta igualdad escalarmonte por т, Y ту. 
Entonces, tendremos 


түйт, = py (m3) у (тита) y тат = р (nm) + (т), 


Poro nydn,=0 ym, дп, = (пут) ~n, dn, = — 
mn, ¿n= —ndy de = б, Es decir, 
нау (ш) =0 y рт) + vnz=0. (e) 
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Si las superficies по son tangentes а lo largo de la curva 
с іт: — (NMa)? =È] п хов, |5 0, y, por 
consiguiente, las igualdades нн) puedon darso sólo 
si p == у = 0. Pero entonces para la segunda superficie 
so tiéne dn, = à, dr, o sea, y es línea de curvatura de 
la segunda superficie. 

Si las superficies son tangentes a lo largo de y, la afir- 
mación del. teorema se hace evidente ya que, en virtud 
del teorema de Rodrígues, si la dirección de la línea y es 
principal en wna superticio, también sorá principal en la 
otra. 

Hemos demostrado el teorema. 

Corolario. Si la esferao el plano) forma un ángulo cons- 
tante con una superficie cualquiera, la línea de intersección 
es una línea de curvatura. 

Esto resulta de que toda curva trazada sobre la esfera 
(о sobre el plano) es una línea de curvatura. 


$ 4, Relación entre las curvaturas principales 
de una superficie y la curvatura normal 
en una dirección arbitraria. 
Curvaturas media y gaussiana de una superficie 


Expresemos la curvatura normal de la superficie en 
una dirección arbitraria a través de las curvaturas norma- 
les principales. Para ello consideremos las coordenadas 
cartesianas rectangulares х, y, y z tomando como plano 
sy el plano tangente а la superfície en un punto arbitra- 
rio O y como eje z Ja normal a la superficio, Escojamos 
las direcciones de los ejes х e y de modo que coincidan 
con las direcciones principales en el punto 0. 

Sea с == z (х, y) la ecuación de la superficie eu un 
entorno dol punto O referida a estas coordenadas. En el 
punto 0 se tiene 2, = 0 y z, = 0. Por eso, en el punto О 
se tiono 


I = dr? + dyf, 
IT = r ds? + 2s dz dy + t dy’ 


Puesto que en el punto O las direcciones (0 : dy) y (бл: 0) 
son conjugadas por ser direcciones principales, se tiene 
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з = 0 у, por consiguiente, 

И = гё? + t dy’. 
De aquí que la curvatura norma] en una dirección arbi- 
traria (dx; dy) sea 


patita 
= 


Tomando las direcciones (0 : dy) у (62 : 0), vemos quo r 
y 1 son las curvaturas principales. 

Sea ® el ángulo que forman una dirección arbitraria 
(dx : dy) y la dirección principal (dz : 0), sea К, la curva- 
tura normal en esta dirección y sean k, y К, las curvatu- 
ras principales correspondientes a las direcciones (дс: 0) 
y (0: бу), respectivamente. Entonces de la expresión (+) 
рага la curvatura normal se obtiene la fórmula de Euler 
para la curvatura normal en una dirección arbitraria: 


ko = k cos" 0 + К, sont 0. 


De la fórmulá de Euler se deduce que para obtener Ja 
curvatura normal en una dirección arbitraria basta cono- 
cer las curvaturas principales de la superficie. 

Hallemos la expresión para las curvaturas principales 
en el caso de cualquier representación paramétrica de la 
superficie, 

Sean k, у k, las curvaturas principales de la superficie; 
supongamos, para concretar, que А, > k, En tal caso, 
como sabemos, k, es el máximo y k, es el mínimo del 
cociente de las formas cuadráticas 


11 _, 44-2МЪу+ Ут? 
= EEF + On + 


Sean E y т los valores de las variables E у т para los 
cuales este cociente alcanza el máximo (sabemos ya que 
estos valores de Ё у n existen). Entonces, para todos los 
valorés de & у т se tiene 


п —k1<0, 


con la particularidad de que рага ё = Ё у ту = т| se al- 
canza la igualdad. De ello se deduce que para estos valo- 
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res es 

ш—ыу=0, 

ш—ыу=0, 


I+ М, (ЕЁ + Pm) = 0, 

ME+ Niki (FE+ бї) = 0. 
Eliminando E у тү de estas igualdados, obtenemos la 
ecuación рага Ky 


о sea, 


ШКЕ MI 
M—kP М-С" 


Realizando razonamientos análogos para kę, obtene- 
mos la misma ecuación. Es decir, las curvaturas principales 
k, y Е, son raíces de la ecuación de segundo grado 


Г-КЕ М КЕ 
М —kF N—=KG 


=0, 


о вод, 
k? (ЕС — Е?) —k (LG —2MF + NE) + (LN —M?)=0, 
Definamos ahora los conceptos de cúrvaturas media y 


gaussiana de una superficie. La semisuma de las curva- 
turas principales de la superficie 


H= 506+) 


se denomina curvatura media de la superficie. 

Las siguientes propiedades justifican el término de 
«curvatura media». 

Si k, y LA х Son las curvaturas normales de la super- 


ficie en dos direcciones recíprocamente perpendiculares, 
la somisuma de las mismas es igual a la curvatura media 
de la superficie. 

El valor medio de las curvaturas normales de la su- 
perficie en un punto dado de la superficie, o sea, el valor 


эд 
+ f ko dd, 


es igual a la curvatura media de la superficie. 
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Ambas propiedades so obtivuen fácilmente de la fórmu- 
la de Buler. 

El producto de las curvaturas principales de la super- 
ficie 

K = kiks 

se denomina curvatura gaussiana о curvatura total de la 
superficie. 

Hallemos las expresiones de las curvaturas media 
y gaussiana de la superficie en términos de los cooficien- 
les do la primera y de la segunda formas cuadráticas. 

Por cuanto las curvaturas principales k, y ką de la 
suporficie satisfacen la ecuación 


kè (ЕС — Е?) —k (LG —2MP +INE) + (LN—M?)=0, 


on virtud de la propiedad de las raíces de una ecuación 
de segundo grado tenemos 
Al 1 LG—2MF4+NE 
Uh) A, 
LN—M? 
K =k = pr + 

En particular, st la superficie viene dada por la ecuación 
z= 2 (z, y), se tiene 


n-2040 r—2pqs+ (14 p?)1 
і бады. 


rta? 
rs 
a 
donde р, q, r, s y £ sou las designaciones habituales de las 
dorivadas de la función z (х, y). 

Notemos que el signo de la curvatura gaussiana so 
determina por la expresión LN — А. Por esto, la 
curvatura gaussiana es positiva en los puntos elípticos, es 
negativa en los puntos hiperbólicos y es igual a cero en los 
puntos parabólicos y en los puntos planos. 

Sea М un conjunto cualquiera de puntos de una super- 
ficie. Construyamos a partir de un punto arbitrario O 
Jos vectores unitarios de las normales a la superficie en 
los puntos del conjunto М. Los extremos de estos vecto- 
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м, 


Fig. 38 


res forman un conjunto M’ sobre la esfera unitaria. Este 
conjunto se denomina imagen esférica del conjunto M 
(fig. 38). 

Existe una relación importante entre el área do la 
suporficie, el área de su imagen esférica y la curvatura 
gaussiana de la superficie. Esta relación se formula en 
el teorema siguiente. 

Teorema de Gauss. El cociente del área de la imagen 
esférica de una región sobre la superficie al área de esta 
región tiende al valor absoluto de la curvatura gaussiana 
en el punto dado O de la superficie cuando la región tiende 
a este punto. 

Demostraremos este teorema suponiendo que la cur- 
vatura gaussiana en el punto O es distinta de cero y que la 
región G, que tiende al punto O, está limitada por un 


11-0209 
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número finito de curvas suaves a trozos. Esto se debe a 
que la imagon esférica de Ja región С puede no ser una 
región si la curvatura gaussiana on el punto O es igual 
а cero. Por eso, para poder analizar el caso general, 
habría que definir el concepto de área para un conjunto 
cualquiera. 

Sea, pues, O un punto elíptico o hiperbólico de la 
superficie y sea G una región perteneciente a un entorno 
suficientemente pequeño del punto O y limitada por un 
número finito de curvas suaves a trozos. 

Parametricemos la superficie en el entorno del punto O 
de modo que las líneas coordenadas que pasan por el 
punto O tengan en este punto direcciones principales. 

La ecuación 


F=n (4, v), 


donde т (и, v) es el vector unitario de la normal a la su- 
perficie, representa la parametrización de la esfera unita- 
ria en un enotorno del punto O” correspondiente al pun- 
to O de la superficie. Efectivamente, en el punto 0' 
la condición п, X љ „50 зе cumple de un modo evidente 
ya que A, = kiru Y My = —kyP o; por continuidad, 
también se cumple en un entorno de este punto. La і 
gen esférica G’ de la región С representa una región limi- 
tada por un número tinito de curvas suaves a trozos si la 
región G pertenece a un entorno suficiontomente pequeño 
del punto O. Su área es 


°(@)у= іх п„|й do. 
с 


Puesto que el'área do la región С ез 
в(б= | f | ru х r, ldu dv, 
б 


se, tiene 
об) нахь) рр 
sO > Tiro Ud. 


“Hemos demostrado el teorema, 
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$ 5. Superficies regladas 


Una superficie Ф se denomina superficie reglada ele- 
mental si por todo punto Р de esta superficie pasa una 
recta que tieno común con la superficie un segmento con- 
teniendo el punto Р, con la particularidad do que los 
extremos de este segmento no pertenecen a la superficie. 

Ejemplo. Sean а (и) у b (и) dos funciones vectoriales 
que están definidas en un entorno dol punto u = ц, 
y que satisfacen en este punto las condiciones D (up) 5 
y б (uo) х a” (us) 0. Entonces, para e suficientemente 
pequeño, la ecuación vectorial 


r= a (ш) +00 (и), Ju—u|<e y ое, (+) 


defino una superficie reglada elemental. 

Efectivamente, para e suficientemente pequeño se 
tiene Pu X т, 3 0, ya que para u = ug y v=06s r, X 
Хто = a’ (и) X D (uo) 0. Do aquí se deduce que sien- 
do e suficientemente pequoño, la ecuación (*) define efecti- 
vamente nna superficie. Esta superficie es una superficio 
roglada elemental; ollo so deduce de que por un punto ar- 
bitrario (и, v) de esta superficio pasala recta y = e (w )-- 
+ tb (u') tal que su segmento |t |< e pertenece а la 
superfície y sus extremos no le pertenecen. 

Una superficie Ф se denomina superficie reglada general 
si todo punto de la misma Liene un entorno que es una 
superficio reglada elemental. 

Los segmentos rectilíneos sobre la superficie reglada 
se denominan generatrices rectilineas. 

Puesto que por todo punto de una superficio reglada 
pasa una genoratriz rectilínea, resulta que оп cada punto 
de una superficie reglada existe una dirección en la cual 
es igual a cero la curvatura normal de la superficie. De 
ello se deduce que sobre la superficie reglada no puede 
haber puntos elípticos. La curvatura gaussiana de la super- 
ficie reglada es negativa o igual а cero. 

Las generatrices rectilíneas son líneas asintóticas. 

Hallemos una representación paramétrica local de una 
superficie reglada arbitraria, o sea, su representación 
Paramétrica en un entorno suficientemente pequeño de un 
Punto arbitrario P. 


и» 
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Distinguiremos los casos siguientos: 

4. El punto Р es hiperbólico. 

2. Todos los puntos de un entorno suficientemente 
pequeño del punto P son parabólicos. 

3. Todos los puntos de un entorno del punto / son 
puntos planos. 

En el primer caso al menos una familia de líneas asin- 
tólicas en un entorno del punto P está formada рог rec- 
las. 

Efectivamente, o bien todas las líneas asintóticas en 
el entorno del punto Р son rectas o bien existen líneas 
asintóticas y tan próximas a P como se quiera que no son 
rectas. Pero entonces son rectas todas las líneas asintóticas 
que cortan y. 

Si r = а (u) es la ocuación de la línea asintótica y 
yb (и) es ol vector unitario de la segunda dirección asintó- 
tica, entonces la superficie puede ser dada en un entorno 
del punto P mediante Ja ecuación 


т = а (u) + vb (u). 


Consideremos el segundo caso. En esto caso las депега- 
trices rectilíneas son líneas de curvatura. Por todo punto 
Q próximo a P рава sólo una generatriz rectilínea. Tra- 
cemos sobro la superficie, por el punto 2, la curva y do 
ecuación т = а (и) de modo que su dirocción en el punto P 
no coincida con la dirección do la genoratriz. El vector 
unitario б (и) de la generatriz es una función regular de и. 
En un entorno del punto Р la superficie puedo sor dada 
mediante la ecuación 


т = a (u) + vb (u). 


Consideremos ahora el tercer caso. Como todos los pun- 
tos próximos a P son puntos planos y como en un punto 
plano cualquier dirección es principal y la curvatura nor- 
mal en cualquier dirección es igual a cero, resulta por el 
teorema de Rodrigues que бт: = 0 en el entorno del punto 
P. Por consiguiente, n = tg = const. Puesto que ndr =0 
so tiene no (т — т) = 0. Es decir, en el tercer caso un 
entorno suficientemente pequeño del punto Р es una región 
de un plano. Sean а; y бу dos vectores constantes indepen- 
dientes cualesquiera pertenecientes a este plano. Enton- 
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ces la superficie puede ser dada en el eñtorno dol punto Р 
mediante la ecuación 


т == ayu + by. 


Es decir, en todos los casos considerados la superficie 
reglada en un entorno suficientemente pequeño de todo punto 
admite una parametrización de tipo 


r = a (и) + vb (u). 


Estudiemos ahora una clase importante de superficies 
regladas, las superficies desarrollables. 

Una superficie Ф se denomina superficie desarrollable 
si es localmente isométrica al plano, o sea, si para todo 
punto de esta superficie existe un entorno isométrico 
a una región del plano. 

Resulta дие para que la superficie sea"desarrollable es 
necesario y suficiente que su curvatura gaussiana sea siempre 
igual а cero (capítulo VIII £2 y capítulo ІХ $ 6). Es decir, 
las superficies desarrollablos se pueden definir como las 
superficies de curvatura gaussiana nula. 

Toda suporficie que sea la envolvente de una familia 
monoparamétrica de planos es una superficie desarrollable. 
Efectivamente, en virtud del teorema de Rodrígues, la di~ 
rección a lo largo de la generatriz rectilínea es dirección 
principal. Pero como la curvatura normal en esta direc- 
ción es igual a cero, también es igual a cero la curvatura 
ganssiana. 

Estudiemos la estructura de la superficie desarrollable 
en un entorno de un punto arbitrario Р. Distinguiromos 
dos casos: 

1. En el entorno del punto Р la curvatura media H = 0 

2. En el entorno del punto P la curvatura media 
4x0. 

En el primer caso son iguales a cero las curvaturas 
princiales de la superficie en todo punto próximo al punto 
P. Por consiguiente, todo punto próximo a P es un 
punto plano. Pero entonces, según hemos demostrado ante- 
riormente, el punto Р tiene un entorno que es una región 
do un plano. 

Consideremos el segundo caso. Tomemos sobre la su- 
perficie la red de coordenadas formada por líneas de 
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curvatura. Supongamos que las líneas и (о sea, v = const) 
son aquellas líneas de curvatura a lo largo de las cuales 
es igual а сого la curvatura normal de la superficie. 

Según el teorema de Rodrígues, se tiene т, == 0 ya que 
la curvatura normal en la dirección de la línea u es igual 
a сего. Do ello so deduce que las normales a Ja superficie 
a lo largo de la línea и son paralelas. 

Demostremos que las líneas и son rectas. Tenemos 
run = 0. De aquí obtenemos que (т — r,) n =0 a lo largo 
do la linoa u. Es decir, la línea и es plana. Además, el 
vector 22, 52 0 tiene la Пісоссібп de Ja normal a la línea 
и. Pero como (2 y), = (tu), = 0, las normales а la línea u 
son paralolas, Esto puede ocurrir sólo si la línea и es una 
recta. 

Es decir, en ambos casos Ja superficie desarrollable es 
reglada y el plano tangente no varía a lo largo de las generatri- 
ces rectilíneas. De este modo, en el segundo de los casos 
considorados el plano tangente depende sólo de un 
parámetero (v) y, рос consiguiento, la superficie desarro- 
llable es la envolvente de una familia monoparamétrica de 
planos. 


$ 6. Superficies de revolución 


Una suporficio Р se denomina superficie de revolución 
si se obtiene al girar una curva alrededor de un eje. Las 
Jíneas de intersección de la superficie con los planos que 
pasan por el еје de revolución se denominan meridianos 
y las líneas de intersección con los planos perpendiculares 
al eje do revolución se denominan paralelos (fig. 39). 

Obtengamos la ecuación de la superficie de revolución 
que resulta al girar alrededor del oje z la curva y 


= ф(шщ, :=y(0 


perteneciente al plano zz, Por efecto del giro de ángulo v, 


el punto. (p (и), 0, y (и)) de Ја curva y se transforma en el 
punto 


(Ф (и) cos v, ф (и) sen v, y (u)). 
De aquí que la ecuación de la superficie de revolución sea 
æ = q (и) cos v, y == (р (и) sen v, z = р (u). 
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Fig. 39 


Las líneas v = const son los meridianos de la superficie 
y las líneas u = const son los paralelos. 
La primera forma cuadrática de la superficie es 
1 =(94- 41?) du? + g? ал. 

Como vemos, los meridianos y los paralelos de la super- 
ficie de revolución forman una red ortogonal (F = 0). Des- 
de Juego, este resultado es geométricamonte evidente. 

La segunda forma cuadrática de la superficie es 


trer 


Como vemos, los paralelos y los meridianos forman una 
red conjugada (M = 0). Puesto que la rod es, además, 
ortogonal, los paralelos y los meridianos son lineas de curva- 
tura. Geométricamente esto también queda claro pues los 
planos que pasan por cl eje y los planas perpendiculares 
al eje cortan la superficie de revolución formando ángulos 
constantes y, según el corolario del teorema del $ 3 del 
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capítulo VII, las líneas de intersección (o sea, los meridia- 
nos y los paralelos) deben ser líneas de curvatura. 
Es importante señalar que los coeficientes de la primera 
y de la segunda formas cuadráticas dependen sólo de и. 
Hallemos las curvaturas principales de la superficie 
de revolución. Sean k, la curvatura del meridiano, sea К, 
la curvatura del paralelo y ® el ángulo que forma la tan- 
gente al meridiano con el eje de la superficio. Puesto que 
el plano del meridiano corta la superficie en ángulo recto, 
la curvatura normal de la superficie en la dirección del mert- 
diano es igual a la curvatura del meridiano, o sea, es igual 
а kı. Para la curvatura de la superificie en la dirección 
del paralelo obtenemos, por el teorema de Meusnier, el 
valor Е, cos 0. La magnitud k, cos ® tiene.un sentido geg- 
métrico sencillo; a saber, si designamos por d 1а longitud 
del segmento de la normal a la superficie comprendido entre 
el punto de la superficie y el eje (fig. 39), se tiene 


сов 0-1. 


Para terminar este parágrafo veamos un ejemplo de una 
superficie de revolución de curvatura gaussiana negativa 
constante. 

Supongamos que el eje de revolución es. el eje л. La 
ecuación del meridiano de la superficie en el plano л es 


z= s (1). 


La curvatura normal de la superficie en la dirección del 
meridiano es 


ъ= 


3- 
ааз? 
La curvatura normal de la superficie еп la dirección del 
paralelo es 
А 
k=-—. 
+2) 

De aquí que la curvatura gaussiana йе Ta 'superficio sea 


-r 
Ka: 
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Multiplicando esta ecuación por zz”, obtenemos 
Rar = E 
12 =з. 
Integrando, encontramos 
4 
E 


donde c es una constante arbitraria. Para poder integrar 
en funciones elementales, pongamos с = 1. Entonces, 


Pongamos z' = tg 0. Tenemos 


K= sent y т=-ушу п 9. 


7 (шур sen 0) 20, 


de donde 


1 ° 
=> (соз 0-+In tg 5) +. 


La constante c no tiene importancia y corresponde a un 
desplazamiento del meridiano paralelamente al eje, 
La ecuación del meridiano es 


4 4 Ф 
z=- nt, === (005 0+Intg >). 


Esta curva se denomina tractriz. Su propiedad distintiva 
consiste еп que tione longitud constante el segmento do 
Ja tangente comprendido entre cl punto de tangencia y el 
eje z. De modo que la superficie que hemos encontrado se 
obtiene girando la tractríz. Esta superficie se denomina 
seudoesfera, 
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0 созд, 
send cos q 


= 1 
y= 0 sono, 


¿Eq (оона). 


La fig. 40 ofrece una idea de la forma de Ја seudoesfora. 


EJERCICIOS PARA EL CAPITULO VIL 


4. Calcular la sogunda forma cuadrática рага Ја suporlicio 
helicoidal 
z= и созо y= usen v, s= v 


EJERCICIOS и 


— Yu de 
Respuesta. ==» 
и уат И 
2. Hallar la curvatura normal del paraboloide z= y (as* + 
+ by?) eu ol punto (0, 0) on Ja dirección (dz : dy). 
+d i 


Respuesta. k = TIa aT 

3. Mostrar que cualquiera que sca la paramotrización del 
plano la segunda forma cuadrática es idénticamente igual а cero 
Y que cualquiera que sea la paramatrización de la esfora la segunda 
Torma cuadrática es proporcional a la prime: 

4. Hallar las líneas asintóticas de la suporficio 


= У 
5 LA + y” 
1 
Respuesta. т = су, FE r 


5. Determinar las líneas asintóticas del catenoide 
ж = chucos о, у = ch u sen v, 2 = и. 


Respuesta. и + v = const у u — v = const. 

6. Mostrar que sobro el helicoido una familia do líneas asintó- 
Licas está formada por rectas y la otra, por hélices. 

‚ Sobre la superficie 


are 

hallar Ja familia de líneas conjugada de la familia y = const. 

Respuesta. 1 — by? = 2z*, donde À es una constante arbitraria. 

8. Mostrar quo las curvas traslación (и = const y 
Дын) Torman una rod conjugada sobre la superficie do tı 
ción 

r=U(u) +7 (0). 
9, Determinar las curvaturas principales del paraboloide 
z= a (2 + y’) en el punto (0, 0, 0). 


Respuesta, 2a у 2a. 
10. Determinar las líneas de curvatura sobre ol helicoido 


z= п сово, y = u sen v, з = с>. 


Respuesta. 
In (u+ y 2468) — v= const, 
In (u4 У 98) 4-0 = сопзі. 
41. Hallar las líneas do curvatura del paraboloide 


z= azy. 
Respuesta. 


lo (ay + VIF AA £ 1п (az + VTF а) = сопа. 
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42. Hallar Jas curvaturas media y gaussiana del paraboloide 
z= azy en el punto z = y = 0 
Respuesta. K = —o, H = 0. 
13. Mostrar quo la curvatura mo 


del helicoido es igual a 
coro, 
44. Mostrar que la curvatura media del catonoldo 


soaren VERE 
es igual а cero. 


15. Mostrar que la red asintótica es ortogonal si la curvatura 
media de Ja superficie es igual a cero. 
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4. Sean r= r (u, v) una superficie arbitraria, (иу, va) una suce- 
sión de puntos convergente al punto (ue, v) y (a:b) una dirección 
en el punto (up, v) еп la que es distinta de cero la curvatura nor- 
mal de la suporficio. 

Mostrar que si 


шш а 
ы 


cuando k > со, la dirección do la recta de intersección de los pla- 
nos tangentes a la superficie өп los puntos (но, va) Y (и, оц) con- 
vargo а la dirección conjugada do (a:b). 

2. Demostrar que por ofocto de una aplicación proyectiva 
(afín, on particular) de una superficie toda conjugada se trans- 
forma red conjugada y toda red asintótica se transforma en 
vna red asintótica. 

3. Demostrar que forman una red conjugada las secciones do 
la superficie correspondientes a un haz de planos que pasan por una 
yocta arbitraria g y las líneas de tangencia de esta superficie con 
los conos circunscritos a ella que tienen sus vérticos en la recta g 
(teorema де Koenigs). 

4. Domostrar que las curvas de traslación sobre la superficie 
de traslación 


r=U (u) + Y (0) 


(о soa, las curvas u = const y v = const) forman una red conjugada, 
5. Domostrar que sobre las superficies de Petersón 


ra Zt rA 
TFV) ' 
donde U y n unas funciones vectoriales y U РА У son unas fun 
cionos escalares de los argumentos indicados, las familias ш 
= const y v= const forman una red conjugada, 
6. Demostrar que la suporficio es una esfera o una región de 
una esfera si todo punto de la misma es umbilico, 
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7. Hallar los puntos umbilicos del elipsoide 


EIA 
atata=t 


8. Demostrar que si las líneas ¡tóticas de diferentes Jami- 
lias tienon en el punto común curvaturas distintas de cero, entonces 
sus torsiones son iguales en valor absoluto pero tienen signos opues- 

оз. 


El valor absoluto de la torsión ез igual al yalor absoluto de la 
curvatura gaussiana de la superficie en el punto dado (teorema de 
Beltramt y Enneper). 

9, Sea т (u, v, w) una función vectorial de los argumentos ш, v 
y w. Demostrar que siendo 


Turo = Toro = Tura = 0 


os 
шото == ошта 3 ошо = 0. 


40. Scan ә tres [familias de виретїїсїөз. › 
(х, у, 2) = const, ар (х, y, з) = const у у(х, y, 2) == const, 
e ДЕТ ШЫ 


REN D po. 
Se dico que estas familias forman un sistema (riertogonal do super- 
ngr, si a An dos superficies de diferentes familias se сог- 
tun formando ángulo recto. 
Demostrar que lus superficies de distintas familias do un siste- 
ma triortogonal se cortan a lo largo de líneas de curvatura. 
di. Hallar las líneas de curvatura зоЬгё la suporficie de gv- 


gundo orden 
a+ Ву + ү =1 


inclyuéndola on un sistema triortogonal de superficies соріосајев de 
segundo orden. 

12. Una superficie Ф se denomina paralela a la superficie 1 
si es ol lugar geométrico de los extremos de los segmontos de longi- 
tud constante llovados sobre las normales a la superficie Р. Consi- 
deremos como puntos correspondientes de las superficies Р y Ф 
los extremos de los segmentos que se mencionan en la dofinición. 

Demostrar que: x 

1) los planos tangentes өп los раков correspondientes de las 
superficies F y Ф son paralelos; 

2) la propiedad de paralelismo es recíproca (o sea, si Ф és para- 
lela a Е, también F es paralela а Ф); 

3) las líneas de curvatura de la superficie } corresponden a 
las líneas de curvatura de la superficie Ф. эш 

13. Si el punto Р de la superficie Р ло es punto umbílico ni 
punto plano, entonces an un entorno del punto P las superficies 
paralelas а F y des superficies desarrollables lormadas рог las nor- 
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males a la superficie F а lo largo de las líneas de curvatura forman 
un sistema triortogonal do superficies, Demostrar esta afirmación. 

14. Demostrar que por efecto de la inversión las líneas de 
curvatura de la superficie dada corresponden a las líneas de cur- 
vatura de la superficie transformada. 

15, Demostrar que por efecto de una aplicación conforme del 
espacio subre sí mismo іа esfera so transforma en una esfera o en 
ol plano. Basándose en ollo, demostrar a su vez que toda aplicación 
conforme es ol resultado де transformacionos do semojanza, de mo- 
vimiento, do reflexión especular y de inversión. 

16. Expresar las curvaturas media y gaussiana de la superfi- 
cio paralela en términos de las curvaturas media y gaussiana de la 
superficie dada y de la distancia entre las superficies. 

17. Supongamos que la suporficio F 

r= f (uv) 


es deformada de modo que еп el momento t se transforma en la su~ 


perficie Е, 
r= f (u, v) 4 th (u, тз. 


Demostrar que para valores pequeños de t la variación del ároa de 
la superficio, determinada por la deformación, con precisión de 
hasta términos de orden £ es igual a 


| эне, 


donde X оз la curvatura media de la superficio F y do ез el cte- 
mento del área de esta superficie. 

18. Una superficie F se denomina área míntma si para todo 
punto Р de la misma existo un ontorno « limitado por una curva 
simplo y tal que cualquier otra superficio limitada por y tenga un 
área по monor que el ontorno о de la suporficie А. Demostrar que 
la curvatura media de toda superficie de área mínima es igual a 
coro. 

19, Demostrar que la aplicación esférica de una зирегїїсїс dó 
área mínima es conforme en un entorno de todo punto que no sea 
un punto plano. 

20. Demostrar a , sobre una superficie de área mínima, el 
área de una región G limitada por una curva y es igual a 


1 
Е f (r, àr, n) 
> 

(fórmula de Sehwara). 

24. Domostrar que toda superficie de área mínima que soa 
reglada es un plano o un helicoide, 

22. Demostrar que toda superlicie de área mínima que sed 
une superficie de revolución es un plano o un catenoide. 

23. Hallar en cuadraturas todas las superficies de revolución 
qué tengan curvatura gaussiana constante, 
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CAPITULO УШ 


ECUACIONES FUNDAMENTALES 
DE LA TEORIA DE SUPERFICIES 


En los dos capítulos anteriores hemos tocado varios 
problemas de la teoría de superficies para cuya solución 
se requiere sólo conocer la primera y 1л segunda formas 
cuadráticas de la superficie. 

Es natural preguntarse: ¿hasta qué grado la primera 
y la segunda formas cuadráticas determinan la superfició 
y qué condiciones deben cumplir las formas cuadráticas 

Edi? + 2F dudo + бё? y Гаи + 2Mdudv + Маљ 
a fin de que exista una superficie para la cual estas for- 
mas cuadráticas sean su primera y segunda, respectiva- 
mente, formas cuadráticas? 

Responderemos a esta pregunta con el teorema de Bon- 
net en el último parágrafo de este capítulo. 


$ 1. Fórmulas de derivación 


Las fórmulas de derivación para las superficies repre- 
sentan un análogo de las fórmulas de Frenet para las cur- 
vas. Expresan las derivadas de los vectores э, 7, y жэ en 
términos de estos vectores у los coeficientes do la primera 
y de la segunda formas cuadráticas de la superficie. Obten» 
gamos estas fórmulas. 

Puesto que los vetores тш, т, у м по se encuentran en 
un mismo plano, todo vector puede ser representado como 
una combinación lineal de los vectores ru, re у т. En 
particular, 


Puu = Гита + Гато +A, 
тиз = Гала Гао + ат 
Poy = Гит» + Piro Аат, 
Nu = анты Aya + Aon, 
Ny == ATu H Py + Оюп. 


Mostremos que los coeficientes T}, Ay y (2,7 Se expre- 
san efectivamente en términos de los coeficientes de la 
primera y de la segunda formas cuadráticas de la superfi- 
cie. 
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Observemos, ante todo, que los coeficientes 19 Y ш 
son iguales a cero. Para ello bastará multiplicar escalar- 
mente por n las dos últimas igualdades. Tendremos 


пыш =l Y "о = 25). 
Pero 


nan=L(n23),=0 y тот = (13,0. 
т 2 


Para hallar las expresiones de с, у ал, multiplique- 
mos la igualdad 


Ny = ¡Py + 027 
oscalarmente por т у por т,. Tendromos 

== ацЕ +04F, 

= М =а.Е + anG, 


de donde 
—16+MF LP—ME 
бит Ес У MEGA + 
De un modo análogo se obtienen %a, Y Aga: 
NF—MG —NE+MF 
A у A 


Para hallar los coeficientes Mu, л Y Aga, multiplique- 
mos por њ las tres primeras fórmulas. Obtendremos 


i=L, ма= М y а= А. 


Para hallar los coeficientes 14, multipliquemos las 
tres primeras igualdades por 7y y рогл,. Obtendremos así 
sois relaciones para los coeficientos Гу: 


TU + TP Eus 
LP EDO Р, Бе, 
PL +ТЬР=-у En, 
TIP + Гб =A Gus 
IRE HIRE = Р„—--б„, 
TIP +TLG= $ Go. 
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De estas seis ecuaciones pueđen determinarse los seis 
coeficientes Гу. No daremos las fórmulas para los coeficien- 
tes Tî; señalemos sólo que, a diferencia de los demás 
coeficientes, éstos se expresan exclusivamente en términos de 
los coeficientes de la primera forma cuadrática y de sus 
derivadas. 

Es decir, hemos demostrado que las derivadas de los 
vectores 7*,, т, y з se expresan efectivamente a través de 
los vectores Y. p y т соп coeficientes que dependen sólo 
de los coeficientes de la primera y de la segunda formas 
euadráticas de la superficie. 

Para terminar, hallemos los cooficientes Гу en el caso 
en que la primera forma cuadrática de Ја superficie es 


І = du? + бал. 


Tomando E = 1 y F = 0 on las ecuaciones рага Tij 
obtenemos 


1 =0, 
гь-0, 


та 


$ 2. Fórmulas de Gause-Petersón-Codazzi 


La primera y la segunda formas cuadráticas de la su- 
perficie no son independientes. La relación entre los coefi- 
cientes de estas formas puede ser obtenida del modo 
siguiente. 

Tonemos las igualdades evidentes 


— (т, 


(Puu)o— (аә) = 0, (Poo, 
у (Majo — (з) 


Si en estas igualdades sustituimos las expresiones que 
figuran entre paréntesis por las fórmulas de derivación, 
y, después de dorivarlas, de nuevo realizamos esta susti- 


120209 
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tución, obtendremos tres igualdades vectoriales de tipo 
Afu + Bir, + Суп = 0, 
Aru + Baro + Con = 0, 
Asru + Baro + Can == 0, 
donde Ai, Ag, - « ., Ca Son expresiones que, de modo bien 
determinado, se obtienen de los coeficientes de la primera 
y de la segunda formas cuadráticas de la superficie y de 


зиз derivadas. Do ostas tres relaciones vectoriales se dedu- 
cen nueve relaciones escalares: 


41=0, B,=0, C¿=0, 
Aj=0, В, C,=0, 
4d¿=0, В Н 


Hallemos, por ejemplo, la relación В, = 0. B, repre- 
senta el couliciento de +, en la expresión © = (тиц) 
— (тыь) después de sustituir las derivadas de los vectores 
т, т y Ta de acuerdo con los fórmulas de derivación, 
Tonemos 


ш (Гу Hire 20) (Гаа Гао + Mn) = 
= (Гь то Е Гато Гоо но) — 
Га rot Пааа +» + Mna) + (Pio т}, 
donde {ru, 72) contiene sólo los vectores тц y 14. Suslituyon- 


do los vectores ши» ир» Peor Mu Y My de acuerdo con las 
fórmulas de derivacion, obtenemos 


o (ТЫА (Ca ТЫГЫ 
м2 
A) okas п}. 


Doeste modo, la relación В, = 0 tiene la forma 
а 1) БГА. ГАГЫ. 


Юе está relación se obtienen importantes сого!агїоз: 
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1. La:curvatura gaussiana de la superficie se expresa 
sólo en términos de los coeficientes de la primera forma cua- 
drática y de sus derivadas (teorema de Gauss). 

2. Puesto que las superficies isométricas, adocuada- 
mente parametrizadas, tienen iguales las primeras formas 
cuadráticas, resulta que en los puntos correspondientes de 
las superficies isométricas son iguales las curvaturas gaussia- 
nas. 

3. Puesto que las superficies desarroJlables son local- 
mente isométricas al plano, la curvatura gaussiana de las 
superficies desarrollables es igual a cero. 

Resulta que entre las nueve relaciones А, =0,..., 
С, = 0 hay sólo tres distintes. Una de ollas, la que 
hemos encontrado, fue obtenida por Gauss. Las otras dos 
fueron obtenidas primero por Petersón y más tarde por 
Mainardi y Codazzi. 

Estas tres rolaciones se pueden escribir en la forma 
siguiente: 


E E, E, 
LN—=M2 _ 1 F F, F, 
ТЕС — — 4080—00 A 
G 6, б, 


1 o —Fu Po Gu 
ШЕТ] (( Pas ),-( УВС 15 ).) 

(órmula de Gauss); 

(EG—2FF4GE)(L¿—M,)— 


Е Е, L 
—(EN—2FM4+GL)(E,—Fy)+|P F, M|=0, 
G Ge N 
(EG—2FF -+GE) (M, —Nu)— 
E E, L 
—(EN—2FM4+GLX(F,—G)+|P F, M|=0 
CO N 


(fórmulas de Petersón—Codazzi). 
2* 
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$ 3. Existencia y unicidad de la superficie 
con la primera y la segunda formas cuadráticas dadas 


Tiene iugar el teorema siguiente. 
Teorema de Bonnel. Sean 
Edu? + 2Fdudo + ба, 
Ldu* + 2Mdude 4 Ndi? 
dos formas cuadráticas cualesquiera siendo definida posi- 
tiva la primera. Supongamos que los coeficientes de estas 
Jormas satisfacen las condiciones de Gauss-Petersón-Codazzi. 
Entonces, existe y es única, salvo su posición en el espacio, 
la superficie para la cual estas formas son su primera y segun- 
da, respectivamente, formas cuadráticas. 
Demostración. Consideremos el siguiente sistema de 
ecuaciones diferenciales respecto а las funciones vectoria- 


Jos $, q y E 
SS 
ъ= ТГ ME. 
ль = Г Г ME. 
ч = ТЫ + NE. 
En = а-а 
{аааз 
donde los coeficientes 1%; у ау se expresan de un modo 


determinado a través de los cooficientes de las formas 
cuadráticas dadas. 

Como so sabe de la teoría de ecuaciones diferenciales, 
oste sistema tiene solución única para los valores inicia- 
les dados (los valores de E, y y £ en un punto (и, 10)) si 
so cumplen las condiciones de integrabilidad, o sea, si 
las igualdades 


Га 25) — (M8 + in + M8)u =0. 
(Г Гад М5) — (ГАБ Га NE) = 0, 
(a ала) — (95 аа)» = 0 
se cumplen idénticamente en virtud de las ecuaciones del 


sistema. De este modo, las condiciones de integrabilidad 
se reducen a las condicones de Gauss-Petersón —Codazzi. 
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Como las condiciones de Gauss —Petersón —Codazzi. 
se cumplen para las formas cuadráticas dadas, resulta que 
рага el sistema considerado de ecuaciones diforenciales 
se cumplen las condiciones do integrabilidad. 

Sean $a, т, y бо tres voctores quo satisfacon las con- 
diciones 

= E (tio, vo), Em =F (uo, vo). N =G (to, Do), 

Eo 0. Moko=0, ф=1. 


Sean $, y y $ la solución de muestro sistema que satis- 
face las condiciones iniciales E (up, ту) = En, тү (tta, Vo) = 
= No y É (ш. vo) = Eo. 

Puesto que $. = т, existe ma función voctorial 
т (u,v) para la cual r, = 5 y т, = 1. Mostremos que en 
un entorno del punto (иа, vo) la superficie definida por la 
ecuación vectorial » = т (u, v) tiene como primera forma 


cuadrática 
Edu? + 2Fdudo + баз 
y como segunda forma cuadrática 
Таш + 2Mdudo + Ма. 


Expresomos las derivadas do las seis magnitudes $°, 
mt, E, En, m6 y ES respecto a и yy v mediante estas mismas 
magnitudes empleando las ecuaciones de nuestro sistema. 
Obtendremos азі doce igualdades 


AC аў. ...). 
PARE o), т 


Co еМ (AN 


donde Ry. Ha, .... Ну, son unas expresiones lineales 
y homogéneas respecto а El, mi, 
Podemos considerar las doce igualdades С) como un 
sistema de ecuaciones diferenciales рага 52, . 
Esto sistema se satisface si en lugar de E, тү 
toma Е, С, .. ., 0, respectivamente, como КЕЛ сошрго- 
barso directamente. Ambas soluciones tienen los mismos 
valores iniciales (los valoros en el punto (ug. 24). En vir- 
tud de la unicidad do Ја solución, de ello se deduce que 
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= Е, т 
Puesto que т, 


G, = Р, E = 0, En=0, 8 = 1. 
у r, = 1, se tiene 


т = 02 Е. тт = 


=F y == 
Es decir, la superficie que hemos construido tiene co- 
mo primera forma cuadrática 


Edu? + 2Fdudo + ба. 


Adémas, puesto que $$ = т = 0 y 62 = 1, resulta 
que E es el vector unitario de la normal а la superficie 
construida y, por consiguiente, los coeficientes de la se- 
gunda forma cuadrática de la superficie y = r(u, v) son 
iguales а 


Bubs Be y Mob: 


Teniendo en cuenta las expresiones de las derivadas 
Ens % y л» en términos de 3, n y С, así como las relaciones 
EE = Ô, nè = 0 y 0 = 1, encontramos 


Ent = L, $o = Мут = N. 
Es decir, la superficie construida tiene 
Ldu? + 2Mdudo + мал 


como segunda forma cuadrática, 

Hemos demostrado que existe una superficie con la 
primera y la segunda formas cuadráticas dadas, 

Desmostremos ahora que esta superficie es única salvo 
su posición en el espacio. 

Sean Ф, y Ф, dos superficies cuyas primera y segunda 
formas cuadráticas coinciden. Sobrepongamos las super- 
ficies Ф, y Ф, de modo que coincidan dos puntos respecti- 
vós de las mismas (o sea, los puntos correspondientes а va- 
lores iguales de los parámetros, digamos, (из, 0p) y las 
respectivas direcciones y normales en “estos puntos. Tal 
superposición es factible debido a la coincidencia de las 
primeras formas cuadráticas. Sean т=тү(и, v) y "= 
ке т, (u, v) las ecuaciones de las superficies realizada esta 
superposición, 
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El sistema de ecuaciones diferenciales para E, y y $ 
se cumple obviamente sí tomamos 


Вета. петь, y б=т 
о 


Фет, петь y na 
Pero como ambas soluciones coinciden en el punto (tto, vo), 
han de coincidir idénticamente. O sea, 
Fi (и, V) =Y 2 (и, 0) Y vip (и, V) = Poo (U, v) 
o 


dr, (u, v) = dr, (u, v) 
de donde 


vr, (u, v) = r, lu, 0) +e. 
Puesto que т = т, рага и == ug y V = ро, resulta que 
c = 0 y, por consiguiente, 7, (u, v) = т, (и, 0). 
Es decir, las superficies Ф, у Ф, son iguales a menos 


de un movimiento y una reflexión especnlar. 
Hemos demostrado completamente el teorema. 


PROBLEMAS Y TEOREMAS PANA EJ CAPITULO VIII 
1. Demostrar que si el elemonto lineal de la superficie es 
da = D (dut + д), 
entoncos la curvatura gaussiana de la superficie es 


1 
K=- = Alah, 
donde A os el operador de Laplaco: 

е, а 

atar). 

2. Probar quo la superficie de elemento lineal 

dut du? 

A: 


tiene, curvatura gaussiana constante, 


Demostrar que sí el elemento lineal de la superficie es de \а 
forma 


de = du? + 2 соз w du de + de, 
entonces Ja curvatura gaussiana de Ja superficie es 


K=-20 
жепш. 
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4. Demostrar que toda red de Chébystev en el plano se deter- 
mina por la ecuación vectorial 
r= g (u) + y Oo) 
La red queda formada por las curvas u = const y v = const. 
5. Hallar los símbolos de Christoffel T}; para el caso en que 
el elemento lineal do la superficio es de la forma 
de = D (due + de). 
6. Probar que siendo asintótica la red de coordonadas sobre la 
superficie, tienen lugar las igualdades: 


(80Р) ln KI)u—PE, 


ЕС, =0, 


$ (вода), 0. СЕ, 


donde К ев la curvatura gaussiana de la suporfi 

7. Demostrar que las líneas asintóticas sobre wna superficie 
de curvatura gaussiana negativa constante forman una red de Chó- 
hyshev. Y que, recíprocamonte, si la rod usintótica sobro la super- 
ficie es una rod de Chóbyshow. entonces la curvatura gaussiana do 
Та superficie os constante, 

В. Mostrar que зї la red do coordonadas sobre la superficie 
está formada por líneas de curvatura, entonces las fórmulas de 
Petersón—Coduzzl toman la forma 


Lo = HRe 
Nu = Иб. 


donde // es la curvatura media de la superficie, 

9. Demostrar que tomando sobre una superfi 
como linas coordenadas las lineas de curvatura y escogiendo ado- 
cuadamente los parámetros x у о, la primera y ln segunda formas 
cxtadrálicas quedan así 


o de área mínima 


1 = 2 (de + @л), 
H = ёё — а. 


10. Supongamos que sobre una superficie de área mínima se 
han escogido las coordenadas u y v, igual que on el problema 0. 
Demostrar sucesivamento las proposiciones siguientes: 

4) si r (а, v) es el vector del punto do la superficie, entonces 

Ar=0, 

dondo A esol operador do Laplace; es decir, las coordenadas z (и, v), 
y (u, v) y т (и, v) del vector > (u, v) son funciones armónicas; 

AO e AY la (о) (donde w = u + iv) son funciones 
analíticas de parte real z (и, v), y (и, v) y = *u, v), respectivamente, 
entonces 


LOREH SD m0. 
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11. Siendo fi (ш), fa (0) y fa (0) tros funciones analíticas 
cualesquiera de la variablo w= 2245 fo quo cumplon la condición 
10412412 =0 
siendo фу (и, р), qa (и, 0) y фз (и, v) las partes reales de estas 
funciones, demostrar que es de Área mínima la superficio deter- 

minada por las ecuaciones 
а = фи (и, 00, у = Ga (и, 0), 2 qa (и, йй. 


42. Demostrar que cualquier superficio de área mínima puedo 
зог definida mediante las ecuaciones 


z- Re j (9 (o) + y? (оў) аю, 
u= Rot f (9% (w) — y (0) dio, 


z= Re f 21р (w) y (o) dw, 


dande ф y y son funcionos analíticas do w = и -}- iv y Re significa 
la parte real. 


CAPITULO IX 
GEOMETRIA INTERIOR DE SUPERFICIES 


Por goomotría interior de la superficie so comprende 
el capítulo de la geometría que se ocupa de aquellas pro- 
piedades de superficies y figuras sobre las mismas que de- 
penden solamente de las longitudes de las curvas sobre 
Ja superficie. 

Tratándose de superficies regulares, podemos decic que 
la geometría interior de éstas estudia las propiedades de 
superficies y figuras sobre las mismas determinadas por la 
primera forma enadrálica 

Los objetos que estudia la geometría interior son las 
longitudes de enrvas sobre la superficie, los ángulos en- 
tro curvas, las áreas de regiones, la enrvalura ganssiana 
de la superficie, ete. 

En este capítulo estudiaremos nuevos conceptos relacio- 
nados exclusivamente con la primera forma cuadrática de 
la suporficie y, por ende, perteneciontos а la geometría 
interior de la suporli 
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$ 1. Curvatura geodésica de una curva 
sobre una superficie 


Soan Ф una superficie regular y ў una curva sobro la 
misma. Tracemos por un punto arbitrario P de la curva Y 
el plano tangente « a la superficie y proyectemos sobre 
este plano un pequeño entorno del punto Р de la curva Y. 
Obtendremos así una curva y en el plano æ. Su curvatura 
оп el punto P se denomina curvatura geodésica do la cur- 
va ў en el punto Р. La curvatura geodésica en el punto Р 
se considera positiva o negativa según que la tangente a la 
curva y, al pasar por el punto Р, giro alrededor de la nor- 
mal a la superficie formando tornillo usual o inverso. Ha- 
Memos la exprosión para la curvatura geodésica de la curva. 

Tracemos por la curva y una superficie cilíndrica do 
goneratrices perpendiculares al plano a (fig. 41). Según 
el toorema de Meusnier, la curvatura А de la curva Y 
en el punto Р y la curvatura х do la curva y en el mismo 
punto están ligadas por Ja relación 

k совб = x, 
donde 9 os el ángulo formado por las normalos principales 
а estas curvas. 

Sea т = 7 (s) la parametrización intrínsoca de la cur- 
va ў, sean Ту у los vectores unitarios de la tangente y de 
la normal principal а la curva Ẹ y sea т el vector unitario 
de la normal a la suporficie. Entonces, 7" = kyy Tx n 
tiene la dirocción de la normal a la curva Pen el punto Р; 
por consiguiente, salvo el signo, 

к= Ксов$ =(7", 7, n). 


Pasemos al caso de una parametrización arbitraria de la 
curva ү. Tenemos 
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Fig. 4t 


Introduciendo en la fórmula para x las expresiones halla- 
das para т; у ту, obtenemos 


н (ии, 7, п), 
У 


donde la derivación corresponde al parámetro t. 
Soa э = + (и, v) alguna parametrización regular de la 
superficie en un entorno del punto Р y sean и = и (t), 


о = р (1) las ecuaciones de la curva Y eu un entorno de este 
punto. Entonces, se tione 
T) =r u(t), vD) 
P =r Hro, 
RT PoV таш тыр” = 
(и A) ra +(0"+B)r,-pCn, 
donde 
А=Ги?®--2Г/'›' T, 
B-s Гама гашти + ep", 
C=Lu?+2Mu'v' + No”. 
Introduciendo Јаз expresiones de 7’ y ж" еп la fórmu- 
la рага ж, después de unos cálculos sencillos encontramos 


х= VEZP (ир рш 4 Av Ви). 


(Еш Рио 003) Y 
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Puesto que las magnitudes Ti, dependen sólo de los 
coeficientes de la primera forma cuadrática de la superfi- 
cie, resulta que la curvatura geodésica de una curva sobre 
la superficie se determina exclusivamente por la métrica de 
la superficie y, por consiguiente, no varía por efecto de do- 
blamiento de la superficie 

Hallemos la fórmula para la curvatura geodésica de 
una curva en el caso en que la primera forma cuadrática es 


I =d+ бал. 


En este caso, como hemos visto en el $ 1 del capítulo 
VII, ве Иепе 


Ti =0, Th +0. 
Ta 70, 

ta 
т —{6, 


de dondo 


А-- фб? y R= 


Por consiguiente, 


$ 2. Líneas geodésicas sobre una superficie 


Una curva sobre una superficio se denomina línea geo- 

désica si su curvatura geodésica es igual a cero en todo 
junto. 

ШЕРГЕ que la curva y sea una línea geodésica es 
necesario y suficiente que su normal principal coincida 
con la normal a la superficie en todo punto en que su curva- 
tura sea distinta de cero. 

Demostración. Según hemos demostrado en el parágrafo 
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anterior, Ја curvatura goodésica es 


E, F, т). 


donde F es el vector del punto de Ja curva y Ја diforoncia- 
ción se realiza respecto al arco. Puesto que г" = KV, resulta 
que x = Osi, y sólo si, Y | n cuando k 5 0. 

Hemos demostrado el teorema. 

Corolario. Si dos superficies son tangentes а lo largo de 
una curva que es línea geodésica de una de ellas, también será 
línea gendésica de la otra. 

Рата obtener Ја ecuación diferencial de las líneas geo- 
désicas basta igualar a cero la curvatura geodósica. lis de- 
cir, la ecuación diferencial de las líneas geodésicas es 

uv —v'u' + Av' — Bu'=0. 

La indeterminación guo encierra esta ecuación (hay una 
ecuación y dos funciones incógnitas и (1) y v (1) se debe 
а que pueden tomarse distintas parametrizaciones para 
la curva. 

Teorema. En una superficie regular, por todo punto y en 
cualquier dirección puede trazarse una linea geodésica 
única, 

Demostración. Sea P (uy, va) un punto arbitrario de la 
superficie у sea (ш, : v) una dirección arbitraria en este 
punto. 

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales 


w+A=0 y 4+B=0. 


Sea и = u (t) y v = v (t) la solución de este sistema 
que satisface las condiciones iniciales 


u (ty) = uo. v (Ls) = Vo, Ш (to) =u, y 0 (to) = 


Entonces la curva de la superficie definida por las ecua- 
ciones 


и=и(0), v=v(0) 
es una línea geodésica ya que 
vu БА —Bu'=0. 

Esta línea geodésica pasa por el punto (ty, vo) y tiene 
en el punto (иц, vo) la dirección (uy : vi). Jemostremos 
que es única. 
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Supongamos que por el punto (ише, vo) sobre la superfi- 
cie pasan dos líneas geodésicas y, y y, que tienen en este 
punto la misma dirección (u :v,). Supongamos, para 
concretar, que и; + 0. Entonces, en un entorno del punto 
(ио, б) estas curvas pueden ser definidas por las ecuaciones 
respectivas 

v= v (и) y v = о, (и). 
La condición de igualdad a (сего de las curvaturas geo- 
désicas de las curvas y, y ү, da 
—0+40,—B-0, 
—0, +40, —B=0. 
Es decir, las funciones v, (и) y о, (и) satisfacen una 


misma ecuación diferencial con idénticas condiciones 
iniciales 


Uy (цр) = 100, vi (uo) = 


v 


Va (Шо) = о, V; (Шо) = 


De ello se deduce que и, (и) == v, (ш), о sea, las cur- 
vas y, у y, Coinciden en un entorno del punto (ug, Vo) 
y, por consiguiente, coinciden en general. 

Temos demostrado el teorema. 

Ejemplo. Las líneas geodésicas sobre la esfera son las 
circunferencias máximas, y sólo ellas. Efectivamente, en 
virtud del primer teorema, cualquier circunferencia máxi- 
ma es una línea geodésica. Por todo punto y en cualquier 
dirección se puede trazar una circunferencia máxima у, 
por consiguiente, de acuerdo con el segundo teorema no hay 
otras líneas geodésicas que las circunferencias máximas. 


$ 3. Parametrización semigeodésica de una superficie 


Una parametrización de la superficie se denomina se- 
migeodésica si es ortogonal y una familia de las líneas 
coordenadas está formada por líneas geodésicas. 

Teorema. Sean y una curva sobre la superficie y P un 
punto de la misma. Entonces, en un entorno del punto Р 
puede introducirse una paramelrización semigeodésica de 
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Fig. 42 


modo que una familia de líneas coordenadas esté formada por 
líneas geodésicas perpendiculares a y, y la otra, por trayec- 
torias ortogonales de éstas. 

Demostración. Sea (u, v) alguna parametrización de la 
suporficie. En un entorno del punto Р la curva y puedo 
representarse por la ecuación v = f (и) o por la ecuación 
и == f (v). Supongamos, para concretar, que y viene dada 
por la ecuación о = f (u). 

Consideromos en un entorno del punto P la familia 
de curvas definidas por la ecuación 


v -= f (и) = const. 


Sogún el teorema del § 2 del capítulo VI la superficie 
admite una parametrización ortogonal tal que una familia 
de líneas coordenadas consta de las curvas v — f (u) = 
= const. 

De ello se deduce que, siu perder generalidad, podemos 
considerar la curva р como línea coordenada u = u 
(uo y Va son las coordenadas del punto Р). 

Ттасетоз por un punto arbitrario (up, t) de la curva la 
geodésica ү, perpendicular a y (fig. 42). Siendo £ próximo 
а ру, esta geodésica puede ser dada por una ecuación 


v = v (u, 0, 


donde v (u, t) es una función que respecto a u satisface la 
ecuación de las líneas geodésicas 


—"+4Av —B=0. 
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Del teorema sobre la diforenciabilidad de las soluciones 
de ecuaciones diferenciales respecto a las condiciones ini- 
ciales se deduce que la función v (и, t) es regular en /. 

Puesto que о (ио, 1) = t, para | и — uy | pequeño зе 
tiene 


Esto permito resolver rospecto a £ la ecuación v=v (u, 1) 
en un entorno de P. Tendremos 


t= ọ (u, v). 
Derivando respecto a v Та igualdad о v (и, 1), obtenemos 
Ve (и, 1) tos 


Ф 40. 


Las ecuaciones Ф (и, v) = t = const determinan las 
geodésicas ү. Puesto que qù + 3 + 0, existe por el teore- 
та del $ 2 del capítulo VÍ una paramelrización ortogonal 
de Ja ale en un entorno del punto P tal que una 
familia de líneas coordenadas consta de Jas curvas ф(и, р) = 
= const, o sea, de las líneas geodósicas үү. 

Hemos demostrado ol teorema. 

Veamos cuál es la primera forma cuadrática de Ја su- 
porficio ві Ja parametrización es semigeodésica. 

Como la parametrización es ortogonal, se tiene F = 0 
y, por consiguiente, 


I = Ей? +G de. 
Una familia do líneas coordenadas, por ejemplo, la 


familia р = const, se compone de líneas geodésicas. Introdu- 
ciendo v = const en la ecuación de las líneas geodésicas 


шу уш А Ви =0, 


de donde 


obtenemos 
B=0, 
de donde 
1 Е, 
Ey PP 


о sea, E no depende de р. 
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Por ser E independiente de v se hace posible simpli- 
ficar la primera forma cuadrática introduciendo en lugar 


do и un parámetro nuevo и ligado а u por la relación 
а= Еи) du. 

La primera forma cuadrática queda entonces así 
1=йё-+ баз. 

Para revelar el significado geométrico del parámetro и, 
basta señalar que la longitud del segmento de cualquier 
línea geodésica v == const comprendida entre las línoas 
и = су y и = с, no depende de v y es igual a | с — сз |. 

Introduciendo un nuevo parámetro v ligado а о por la 
relación do = УС (о, us) dv, puede lograrso que la pri- 
mora forma cuadrática de la superficie quede así 

I= du +G (и, v) d, 
con la particularidad de que © = 1 a lo largo de la línea 
и = ug. _ 
Si la línea и = uy también es geodésica, de la ecua- 


ción de las líneas geodésicas so deduce que С, = 0 a lo 
largo de esta línea. 


$ 4. Líneas de longitud mínima sobre una superficie 


Una curva y que pertenece a la superficie y une los 
puntos P y Q se denomina línea de longitud mínima si 
ninguna otra línea que pertenece a la superficie y une los 
puntos P y Q tiene longitud menor que la curva y. 

Teorema. Todo segmento suficientemente pequeño de una 
línea geodésica es línea de longitud mínima. Más exacta- 
mente, si y es una línea geodésica, Р es un punto de la misma 
y R y S son puntos de la línea geodésica suficientemente 
próximos a P, entonces el segmento RS de la línea geodésica 
es línea de longitud mínima. 

Demostración, Tracemos por el punto Р la línea geodé- 
sica y perpendicular a y y consideremos la red de coor- 
denadas semigeodésica tomando como familia de líneas u 
las líneas geodésicas perpendiculares a y. Escojamos los 
12-0209 
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Fig. 43 


parámelros u y де modo que al punto Р le correspondan 
los valores u =v = 0 y que el elemento lineal de la 
superficie sea 

І = dul + G dee, 

Supongamos que el segmento RS de la línea geodésica y 
no es línea de longitud mínima y que y es una curva quo 
pertenece a la superficie, une los puntos R y S y tiene 
longitud menor que el segmento RS de la línea geodési- 


ca ү. 

E los puntos R y $ son suficientemente próximos 
a P, la curva ү debe encontrarse dentro del entorno Up 
del punto Р еп el cual se ha definido la parametrización 
somigeodésica u y v. Demostremos esto. 

Supongamos que la distancia del punto Р а la frontera 
del entorno Up es mayor que e > 0. Tomemos los puntos 
R y S a una distancia de Р menor que $ (la distancia se 
toma a lo largo do la curva y). Sean №, y S, el primero 
y el último punto de intersección de y con la frontera de 
Up (fig. 43). 
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Tenemos 


РЁ + AR, > e y PS + SS, >e, 
de donde 


PR + P3 + KR, + 3, > Фе. 
Pero 


RR, + 58, < БА + ЁЗ < е 
y llegamos a una contradicción. De modo que la curva y 
se encuentra dentro del entorno Up. 


Sean 
u=u(), v=v (t) 


las ecuaciones de la curva Y. Su longitud es 


9 в 

К) a f игш >lüs— unh 
de m 

Poro | ur — us | es la longitud del segmento RS de la 

línea geodésica y. Llegamos a una contradicción. 

Hemos demostrado el teorema. 

Ahora, una vez establecido que los trozos suficiente- 
mente pequeños do las líneas geodésicas representan líneas 
de longitud: mínima, podemos obtener la ecuación de las 
líneas geodésicas como ecuación de Euler para la funcional 

1=V EFF F Ov dt, 
о sea, Р, М 
Ф— %=0, 0, —370,=0, 
donde 
O= уи фир +60, 


§ 5. Teorema de Gauss — Bonnet 


En la superficie regular Ф, sea G una región homeomor- 
fa al círculo y limitada por una curva y regular a trozos. 
Determinemos la dirección sobre la curva y de modo que 
la región G quede a la derecha cuando la curva so recorre 
en la dirección escogida sobre la cara de la superficie que 
corresponde a la normal п, 


13* 
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> 


Fig. 44 


Designemos рог х la curvatura geodésicazde la curva y 
en un punto arbitrario у рог ау, 03, . 'a los ángulos 
que forman los lados ү, Үз, +=, Ya do la curva y en la 
región G (fig. 44). Tiene lugar el siguiente teorema. 

Teorema de Gauss—Bonnet. 


Y) х&+ Xi (а-)=2а— | | K do, 


ЖА 


donde К es la curvatura gaussiana de la superficie y la inte- 
gración en el segundo miembro de la igualdad corresponde al 
área de la región G. 

En particular, si y es una curva regular, se tiene 


o [д 


с 


Demostración. Para simplificar la exposición, suponga- 
mos que la curva y es regular y que en toda la región G 
puede introducirse una parametrización semigeodésica do 
la superficie. 

Teniendo en cuenta la fórmula para la curvatura geodé- 
sica en coordenadas semigeodésicas obtenida en el $ 1, 
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tenemos 
х4 = e 0 — 60 — 
E (uo) de 
= da Уб (Уб), dt. 


Puesto que la función Arctg w es multiforme y sus va- 
lores correspondientes a un mismo valor del argumento ш 
difieren өп un múltiplo de л, se tiene 

24 
| —d Areta YG = kn, 
y 


donde k es un número entero. 
Ahora, sogún la fórmula de Green—Ostrogradski, 


| —@„, = | | (18) uu du do= 
= $ f Phe VB dudo = {f ка. 


Es decir, 
{х&—ка+{{ —K do. 


У a 


Resta encontrar cuánto vale el número entero k. 
Tenemos 


= f —а4Асш Уб“. 
y 


Si fuese G = 1, la magnitud Ел representaría el ángulo 
de giro de la tangente a Ja curva y en el plano uv corres- 
pondiente a la curva y de la superficie, al recorrerse esta 
curva. Como se sabe, este ángulo es igual а 2л. 

Puesto que el valor de la intogral 

f —dAretg М9 (уи, v) > 0) 
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depende continuamente de 2, (и, v) y es igual а 2л cuando 
А (и, v) = 1, será igual a 2л para cualquier función 
А (и, v)>0 y, en particular, рага A (и, v) = VE, 

Hemos demostrado completamente el teorema. 

Toda región de una superficie limitada por tres líneas 
geodésicas y homeomorfa al círoulo se denomina triángulo 
geodésico. 

Aplicado a un triángulo geodósico, el tooroma de 
Gavss—Bonnet da 


«+ф+т=л+ f È xao, 


ÉS 


de donde se deduce que la suma de los ángulos de un trián= 
gulo geodésico es mayor que х para toda superficie de curva- 
tura positiva, es menor que л para superficies de curvatura 
negativa y es igual а л para superficies de curvatura nula. 


$ 6. Suporficies de curvatura gaussiana constante 


Sea Ф una superficio de curvatura ganssiana constante 
K y sea Р un punto arbitrario de esta superficie. Tomemos 
sobre la superficie Ф en un entorno del punto Р una para- 
metrización semigeodésica partiendo de cualquier línea 
goodésica que pase por el punto P. La primera forma cua- 
drática de Ја superficie será 


T=dé+Gd* 
pudiéndose aceptar que G (0, v) = 4 y б, (0, v) = 0. 
Puesto que la curvatura gaussiana de la suporficio es 


constante o igual a K, el coeficiente G debe satisfacer la 
ecuación diferencial 


(Уб +KVG=0. 19) 
(En el caso de la parametrización semi; 


perficie la curvatura gaussiana es К = —(1G)uu(V G)”.) 
Distinguiremos tres casos: 
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En el primer caso la forma general de la expresión VĒ 
que satisface la ecuación (*) es 


VE = А (и) cosV Ku + B(v) seny Ku. 


Puesto que G (0, v) = 1 y Gu (0, v) = 0, se tiene А (v) = 1 
y В (v) = 0. Es decir, en el caso de Ж > 0 existe una.pa- 
rametrización de la superficie para la cual la primera for- 
ma cuadrática es 


I = du? + соу К и фл. 


Análogamente, en el segundo caso la primera forma 
cuadrática es 


I = du? + ch? Y EK u йз. 
Finalmente, en el tercer caso 
I = du? + dè. 


Teorema. Todas las superficies de curvatura gaussiana 
constante e igual a K son localmente isométricas. Es más, 
si Ф, y Ф, son superficies de curvatura gaussiana constante 
К, Р, y P, puntos arbitrarios de estas superficies у h y ly unas 
direcciones arbitrarias en estos puntos, entonces existe una 
aplicación isométrica de un entorno del punto Р, de la super- 
ficie Ф; sobre un entorno del punto Py de la superficie Ф, 
que pone en correspondencia a la dirección l, sobre la super- 
ficie Ф, en el punto Р, la dirección 1, sobre la superficie Фа 
en el punto Py. 

Para demostrar oste teorema basta tomar en los ontor- 
nos de Jos puntos Р, y Р, sobre las superficies Ф, y Ф, 
unas parametrizaciones semigeodésicas partiendo de las 
direcciones geodésicas 1, y la. Entonces, las primoras for- 
mas cuadráticas de las superficies coincidirán y la aplica- 
ción isométrica requerida se obtondrá poniendo en corres- 
pondencia Jos puntos de coordenadas iguales. 
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4. Mostrar que la línea geodésica es una recta si es a la voz 
una línea asintótica. 

Mostrar que la línea geodésica es plana зі es a la voz una línea 
de curvatura. 
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mostrar que sí un punto Ô de Ја línea goodésica es suficientemente 
róximo а Р, entonces ol segmonto PQ de la línea geodésica será 
їпеа de longitud mínima entre todas las curvas rectifí 

tan sólo suaves a trozos) que portenccen а la superficio 

los puntos Р y 0. 

‘Demostrar quo ol sogmento PQ de la línea geodésica y es la 
única línea de longitud mínima que pertenece a la superficie y une 
los puntos Р y Q slempro que el punto Q soa suficientemente pró- 
ximo a P. 

3. Demostrar que para todo punto P de una suporficio regular 
existe un entorno en el cual se puede introducir una parametriza- 
ción somigeodésica partiendo de cualquier línea geodésica que pase 
por el punto P. 

4. Basándoso en los dos teoremas anteriores demostrar que 
toda línea de longitud mínima sobre una suporficie regular es una 
línea goodésica. 

5. Demostrar que cualquiora que sea el entorno @ de un punto 
Р de una suporficio regular siempre puede indicarso en él un ontor- 
no o tal que dos puntos cualesquiera del entorno o se puedan unir 
por una línea do longitud mínima que pertenezca a 0. 

6. Demostrar que dos puntos cualesquiera do upa superficie 
completa se puedon unir por una línea de longitud mínima. 

7. Probar quo la ecuación de las líneas goodésicas on el caso 
do Ja paramotrización somigoodósica (42 == du? ++ С du) puedo 
Sor ropresentada on la forma z 

da әб 

de du > 
dondo « ов el ángulo que Ja línea geodésica forma con las línoas 
v= const. 

8, Demostrar que si sobre una superficio so tione una curva y 
definida por las ecuaciones и = и (æ), v = ъ (2) que experimenta 
una deformación transformándose en el momento £ en la curva и == 
же u (а) + A (в), v= v (a) + н (а) t, entonces la variación de 
la longitud de arco do la curva y determinada por esta deformación 
es 


2. Sean y una línea geodésica y P un punto de la misma. De- 
F ү 


30 ô y 
Arat \ ( „+ ь+{ тм ++) Ф+о(®), 
> 


dondo Ф = V EuT F 2Fu v F Gv? y О (0? representa la parte 
de As de orden £ como mínimo. 

Aplicando la integración por partes y suponiendo que los extro- 
mos фе la curva y pormanecen inmóviles durante la deformación, 
domostrar que 


sm (EE (E) rs 


н(е, 
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5. Partindo de que los trozos suficientemónta pequeños de 
lineas geodésicas son líneas do Jongitud mínima, probar que las 
ecuaciones do las líneas goodésicas puoden ser ropresentadas en la 
forma 


2D_ ¿(90 әФ_ ¿(90 

aula) vaa Car) 

donde Ф = V Eun F ПРШ» F 0071, En particular, si 
Ф= VIFO, 


la ecuación de las líneas geodésicas será 


1 Р 
же" j co )=0 
va alv)” 


10. Probar que las líneas geodésicas sobro una suporficlo de 
revolución pueden hallarse en cuadraturas. 

Probar que la ecuación de las líneas goodésicas рага su- 
че de elemento lineal de == (U (ш) + V (и) (dul + dut) 
езх superficios se denominan superflctes de [touville) se reduce а la 
forma 


a ( Uar-—Y due )-0 
did ч 


Do ello se deduco que las 1їпоаз geodésicas de estas suporficies 
pueden hallarse en cuadraturas; a saber, 


ve == pt 


super! 
désica (u, v) con 
líneas geodésicas que pasan por el punto Р y las он 
circunferencias geodésicas con centro en P. Si Tos 

escogen de modo que и sea la distancia goodésica hasta 


ime 
P 


y v son 
el ángulo que forma la línea goodésica con una dirección fija on el 
punto P, entonces ol olomento lineal de la suporficio toma la 
forma 


de = du? + Сай. 
Si u—=0, se tiene G> 0, (V Du = 1 y a K (P), donde 


Е (Р) es la curvatura gaussiana en Р. 
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44. Sen 1 (r) la longitud de la circunferencia geodésica que tieno 
radio y y centro en el punto Р. Domostrar que 

ва ELLO =K (P), 

r0 
donde K (P) os la curvatura gaussiana en el punto P. 
linei? Probar que las línoas goodésicas de 1а superficie de elemento 
пев! 

аа PEA do do — o du)? 
2 ежа 


зоп au + бо + y = 0 (а, $ y y son unas constantes). 
16. Probar que v = cip + су (су y ca Son constantes) satisfaco 
la ecuación 


erp Yoo ys y 29и 
фа 


47. Probar que si la ocunción de líneas geodésicas on coorde- 
nadas somigeodésicas 


ti жү 
PACO GAO 


Puu 
“к=. 


tiene integral de tipo сүф (и, v) + es, donde сү y с, son Unas 
constantes arbitrarias, entonces 6 = 07 (и) У (v) y, por congj- 
guíonto, la curvatura gaussiana de 1а superficie es constante а lo 
largo de las líneas v, 

18. Una aplicación de una superficie sobre otra so denomina 
goodésica si por efecto de olla las líneas geodésicas de una supesficio 
correspondon a las linens geodésicas de la otra. Del problema 15 
se deduce quo las suporficies do curvatura gaussiana constante admi- 
ton una aplicación goodésica sobre el plano. 

Demostrar que sólo las superficies de curvatura gaussiana 
constante poseen esta propiodad (teorema de Beltrami). 

49. Sean A y B dos puntos cercanos tomados en la línea goo- 
désica y que pasa en uns proximidad del punto O de la superficie, 
бов 9 el ángulo del triángulo goodésico АОВ correspondiente al 
vértice O y son æ el ángulo respectivo del triángulo plano de estos 


mismos lados. Demostrar que L= т K*, donde o es el ároa 


7 
del triángulo goodéxico y Ke difiere poco dela curvatura gaussiana 
de la superficie en el punto O siempre que el triángulo sea suficion- 
temento pequeño. 

20. Sea А un triángulo geodésico que comprende ol punto Р 
де la superficio, Sean $, 0, y 9, los ángulos de osto triángulo y 
Фу, 9, y аз los ángulos del triángulo plano correspondiente (véase 
el prablema"anterior). Demostrar que los tres cocientes 


ha 02—92 93—93 
, у y 
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tienden al límite común $ К (Р) cuando ol trióngulo A tiendo al 


punto Р (teorema de Gauss). 


21. Las superficies Р, y Р, so denominan superfictes de centros 
de la superficie F si están formadas por los extremos do 105 sogmons 


tos de longitud у-у у-н y ke son las curvatures principales do 


P construidos en las normales a la superficio Р. Do un modo nat 
ral se estableco una correspondencia entre los puntos de las super- 
ficies F,, Fa у Р; a saber, son correspondientes los puntos de las 
superilcles que se encuentran sobro una misma normal a la supor- 
ficie F. Demostrar que а las líneas do curvatura de la superfici 

les corresponden las líneas geodésicas de las superficies de centros, 
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